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Vorwort 


Die Stoffauswahl dieses Buches ist an den üblichen Lehrin- 
halten der Statik der Tragwerke für Bauingenieure orien- 
tiert und setzt damit die Grundkenntnisse der Technischen 
Mechanik voraus. 

Die Darstellung der Lehrinhalte hingegen ist auf ein den 
Verfassern zeitgemäß erscheinendes Hilfsmittel ausgerich- 
tet, die programmgesteuerte Rechenanlage, wie sie heute in 
zunehmendem Maße auch Eingang in kleinere und mittlere In- 
genieurbüros findet. 

Die Formalisierung der Rechenverfahren, die für eine compu- 
tergerechte Darstellung erforderlich ist, bringt zweifels- 
ohne Nachteile mit Sich: 

Die Fähigkeit des Abschätzens, der überschlägigen Dimensio- 
nierung eines Bauteils oder Tragwerkes und möglicherweise 
auch das kritische Urteilsvermögen, mit dem der Ingenieur 
traditionsgemäß seine Tragwerke zu betrachten gelernt hat, 
werden durch die Systematisierung verdrängt. Bei einer aus- 
schließlichen Beschränkung auf eine "formale" Statik gingen 
uns deshalb viele Fähigkeiten verloren, die keine Rechenan- 
lage ersetzen wird, Andererseits kann jedoch ein HKilfsmit- 
tel mit dem Rechenzeiten von Stunden auf Bruchteile von Se- 
kunden reduziert werden, nicht ohne Einfluß auf die Bausta- 
tik bleiben, die von jeher das Methodische in den Vorder- 
grund gestellt hat. 


Viele der früher üblichen Näherungen, die nur auf eine Re- 
duzierung der Rechenarbeit abzielten, verlieren nämlich mit 
dem Einsatz einer Rechenanlage an Bedeutung. Größere Syste- 
me werden einer Berechnung zugänglich; die Fehlerursachen 
verlagern Sich von reinen Rechenfehlern zu Programm- oder 
Eingabefehlern. Die Zahlengenauigkeit einer elektronischen 
Berechnung verleitet zu Fehleinschätzungen der Ergebnisse, 
die numerische Richtigkeit einer Berechnung kann irrtümlich 
mit der Genauigkeit der Approximation des mechanischen Pro- 
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blemes gleichgesetzt werden. 

Aufgrund solcher Überlegungen erscheint es angebracht, die 
modernen Berechnungsmethoden auf eigenständiger Grundlage 
darzustellen und eine Verbindung zu den bekannten Verfahren 
nur in soweit zu Suchen, wie es zum Verständnis und für die 
praktische Anwendung der "neuen" Methoden beiträgt. 

Dies entspricht auch dem Lehrkonzept, das den gleichnamigen 
Lehrveranstaitungen zugrunde liegt: In einführenden, zwei- 
semestrigen Lehrveranstaltungen wird der Studierende zu- 
nächst mit den "klassischen" Verfahren der Baustatik ver- 
traut gemacht. Die Matrizenmethoden sind als eine Fortfüh- 
rung und Ergänzung dieser Lehrveranstaltungen konzipiert, 


Im ersten Kapitel sind Grundlagen dargestellt. Vom zweiten 
bis zum vierten Kapitel werden Stabwerke als starre Körper 
behandeit und die Begriffe "statisch bestimmt" und "sta- 
tisch unbestimmt" definiert. 

Nach der Beschreibung des Verformungsverhaltens von Stab- 
elementen im fünften Kapitel folgt eine ausführliche Dar- 
stellung des Weggrößenverfahrens (Kapitel 6). Hierbei wird 
auch auf das bekannte Drehwinkelverfahren eingegangen. Die 
Berechnung von Stabwerken mit verteilter Belastung, Tempe- 
ratureinwirkung, Stützensenkung und mit wandernden Einzel- 
lasten (Einflußlinien) ist Gegenstand der beiden folgenden 
Kapitel (7 und 8). 

Auf das Kraftgrößenverfahren, das üblicherweise in den 
Lehrveranstaltungen Baustatik an erster Stelle steht, wird 
hier aus didaktischen Gründen erst im Anschluß an das Weg- 
größenverfahren eingegangen (Kapitel 9). 

Im zehnten und elften Kapitel werden das Verfahren der 
Übertragungsmatrizen (Reduktionsverfahren) und iterative 
Lösungsverfahren behandelt. Bei den iterativen Verfahren 
ergibt sich der Zusammenhang mit dem bekannten Kani-Verfah- 
ren, das auch heute noch häufig angewendet wird. 

Die folgenden beiden Kapitel (12 und 13) sind eine Einfüh- 
rung in die Stabilitätsberechnung ebener Stabwerke und in 
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die Berechnung ebener Stabwerke mit großen Verformungen. 
Die Beschränkung auf den ideal-elastischen Werkstoff ist 
vom Stoffumfang her gesehen erforderlich. 

Im Kapitel vierzehn werden abschließend einige Aspekte der 
Programmierung aufgezeigt, 


Vom zweiten bis zum fünften Kapitel werden die Grundlagen 
der Matrizenstatik dargelegt, Der Schwerpunkt des Buches 
liegt darauf aufbauend in den Kapiteln sechs, sieben und 
acht und weiterhin in den Kapiteln zwölf und dreizehn. Die- 
se Kapitel sind besonders für die Programmierung und die 
Programmanwendung von Bedeutung. 

Die Kapitel zehn und elf und die Abschnitte 6.4 bis 6.6 
sind besonders für die Handrechnung und für Kontrollrech- 
nungen gedacht. 

Zur Abrundung der Darstellung und um Einblicke in spezielle 
Gebiete zu geben, wurden die Kapitel eins, neun und vier- 
zehn aufgenommen, 


Obwohl es sich an vielen Stellen anbietet, die Methode der 
Finiten Elemente in demselben Kontext zu behandeln, wurde 
hierauf aus verschiedenen Gründen verzichtet: Zum einen 
würde dies weitergehende Grundkenntnisse der Elastizitäts- 
theorie, der angewandten Mathematik und der Programmierung 
erfordern, als sie hier vorausgesetzt sind. Es würde aber 
auch den Stoffumfang erheblich erweitern und deshalb den 
Rahmen einer Grundveranstaltung im Bauingenieurwesen ver- 
lassen. Die Methode der Finiten Elemente wird deshalb als 
fortführende Lehrveranstaltung im Vertiefungsstudium gese- 
hen. 


Bei der Vorbereitung des Manuskriptes, der Ausarbeitung von 
Beispielen, der Erstellung und Implementierung von Pro- 
grammsystemen zur Lösung von Übungsaufgaben wurden die Ver- 
fasser von allen Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern des 
Fachgebietes Baumechanik-Baustatik an der Gesamthochschule 
Essen unterstützt und möchten sich für diese mühevolle Ar- 


8 Vorwort 


beit hier bedanken. Nicht zuletzt möchten die Verfasser 
Frau Kaufel, Frau Mehl und Frau Nischalke für die sorgfäl- 
tige Erledigung der umfangreichen Schreib- und Zeichenar- 
beit ihren Dank aussprechen, 


Das Manuskript und die berechneten Beispiele wurden mehr- 
fach auf Richtigkeit überprüft. Bei aller Sorgfalt könnten 
trotzdem kleinere Unstimmigkeiten übersehen worden sein, 
und die Verfasser wären für diesbezügliche Hinweise, aber 
auch für sonstige Anregungen, sehr dankbar. 
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im folgenden werden zunächst die Einflüsse aufgezeigt, wel- 
che die Statik der Tragwerke entscheidend beeinflußt haben. 
Es folgt eine Darstellung der Grundlagen, auf die das Buch 
aufbaut, zusammen mit einer Definition der Zielsetzungen, 
Die darauf folgenden beiden Abschnitte dieses Kapitels be- 
handeln die grundlegenden Annahmen und geben Hinweise zur 
Bearbeitung von Übungaufgaben, die am Schluß der Kapitel 
zwei bis zwölf aufgeführt sind. 


l.1 Rechenverfahren und Rechenhilfsmittel in der Statik 


Die Statik war zu allen Zeiten auf Rechenhilfsmittel ange- 
wiesen; für die Umsetzung der Erkenntnisse der Elastizi- 
tätstheorie in die Praxis mußten "Verfahren" entwickelt 
werden, die einfach und leicht verständlich sind und mit 
den üblichen Hilfsmitteln durchgeführt werden können, 

Das übliche Hilfsmittel des Ingenieurs im letzten Jahrhun- 
dert war das Zeichenbrett. Es erstaunt deshalb nicht, daß 
sich die Culmann'sche graphische Statik (Culmann 1821-1881) 
so großer Beliebtheit erfreute. 

Das erste Lehrbuch der Statik wurde von dem französischen 
Ingenieur C. L. M. H. Navier (1785-1836) /56/ verfaßt. Es 
ist eine Zusammenfassung des damaligen Wissensgebietes 
"Baustatik", ein "Resum&e des Legons Donn&es ä 1'Ecole des 
Ponts et Chauss&es (1827)" - eine Zusammenfassung der Vor- 
lesungen also, die Navier am Polytechnikum für Brücken- und 
Straßenbau gehalten hat. Es war zu dieser Zeit bekannt, daß 
man bei Stabwerken zwischen Statisch unbestimmten und sta- 
tisch bestimmten Systemen unterscheiden mußte. Navier weist 
auch Schon auf die Möglichkeit der Berechnung innerer Kräf- 
te über die Verschiebungen der Knotenpunkte eines Stabwer- 
kes hin. 

Die erste vollständige Darstellung der Berechnung Statisch 
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unbestimmter Fachwerke gibt Clerk Maxwell /46/ im Jahre 
1864. Er beweist den nach ihm benannten Satz von der Gegen- 
seitigkeit der elastischen Verschiebungen (Maxwell'scher 
Satz). Die ersten Anwendungen des Prinzips der virtuellen 
Verrückungen, wie es von Lagrange in seiner analytischen 
Mechanik (M&canique analytique) schon 1788 bewiesen wurde, 
findet man bei O0. Mohr /50/. Von H, Müller-Breslau wird in 
seinem 1886 erschienenen Lehrbuch: "Die neueren Methoden 
der Festigkeitslehre und Statik der Baukonstruktionen" /53/ 
erstmals die vollständige Berechnung statisch unbestimmter 
Stabwerke dargestellt. Zu dieser Zeit waren die Sätze von 
F, Menabrea (/48/, 1858) und von A. Castigliano (/7/, 1873, 
1875) über die Differentialquotienten der Formänderungsar- 
beit schon bekannt. 

Spezielle baupraktische Anwendungen und Lösungsverfahren 
für die Elastizitätsgleichungen waren ebenfalls schon be- 
kannt: So berechnet A. Clebsch in seinem Lehrbuch "Theorie 
der Elastizität fester Körper" (siehe /3/, Seite 166) einen 
durchlaufenden Balken mit dem Differenzenverfahren und 
stellt damit die "Dreimomentengleichung" auf. 

Die Dreimomentengleichung war Schon von Clapeyron 1857 auf- 
gestellt worden (Clapeyron'sche Gleichungen); von 0. Mohr 
/5l/ wurde 1860 eine vollständige Lösung aufgezeigt. Die 
Bedeutung, die der Dreimomentengleichung zugemessen wurde, 
zeigt, daß man sich in der Statik schon sehr früh um eine 
problemgerechte Formulierung der Elastizitätsgleichungen 
bemühte: Ein lineares Gleichungssystem mit Tridiagonalma- 
trix (Dreimomentengleichung) ist nämlich eine Elementar- 
form eines Gleichungssystems und äußerst einfach zu lösen. 


In den Jahren von 1880 bis etwa 1890 wurden auch die Grund- 
lagen für die Lösung baustatischer Aufgaben mit kinemati- 
schen Methoden gelegt. Erste Hinweise finden sich bei 
A. Föppl /20/ in seinem Lehrbuch "Theorie des Fachwerkes" 
(Leipzig 1880). In einer Abhandlung "Über Geschwindigkeits- 
pläne und Beschleunigungspläne" im Zivilingenieur (Band 33, 
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1887) wird die Theorie von 0. Mohr vertieft. Im Jahre 1888 
zeigt R. Land /38/ in seinem Beitrag "Kinematische Theorie 
des statisch bestimmten Trägers" die Ermittlung von Ein- 
flußlinien mit kinematischen Methoden; eine zusammenfassen- 
de Darstellung gibt H. Müller-Breslau /54/ in seinen Lehr- 
büchern "Die graphische Statik der Baukonstruktionen" 
(Leipzig 1892). Die "graphische" Statik darf dabei nicht 
als rein zeichnerisches Verfahren gesehen werden: In den 
statisch bestimmten Systemen, wie sie bei der Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme eingeführt werden müssen, 
werden Schnittgrößen und Verformungen auf zeichnerischem 
Wege, auf der Grundlage der Kinematik, bestimmt. Die sta- 
tisch Unbestimmten werden mit einer "Hilfsrechnung" als Lö- 
sung eines linearen Gleichungssystemes berechnet. 

Soweit es jedoch möglich war, vermied man die numerische 
Berechnung und gab den zeichnerischen Lösungen den Vorzug. 
Die "reziproken Kräftepläne" nach L. Cremona (1830-1903) 
waren für die "Berechnung" von Fachwerken ein unabdingbares 
Werkzeug. In komplizierteren Fällen und bei räumlichen 
Fachwerken wurde auf das Ritter'sche Schnittverfahren 
(/70/, 1863) zurückgegriffen. 

Eine Abkehr von den graphischen Verfahren zeigt sich in dem 
Lehrbuch von M. Grüning /23/: "Die Statik des ebenen Trag- 
werkes". Grüning gibt in seinem Vorwort der "Analysis" den 
Vorzug: "Der Analysis und der Rechnung gebe ich im allge- 
meinen den Vorzug vor den graphischen Verfahren ... Auch 
führt nach meiner Erfahrung in statischen Untersuchungen 
die Rechnung häufig schneller zum Ziele und ist leichter zu 
prüfen als die Zeichnung" (Vorwort, Grüning). 

Die vermehrte Bedeutung der numerischen Lösungsverfahren 
zeigt sich auch in vielen Arbeiten, die im ersten Viertel 
dieses Jahrhunderts entstanden und direkten Bezug zur Lö- 
sung linearer Gleichungssysteme aufweisen. Es Sind dies 
die Arbeiten von A. Hertwig /27/ über die Lösung linearer 
Gleichungssysteme mit unendlichen Reihen, von M. Grüning 
/24/ über hochgradig statisch unbestimmte Systeme, von 
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F. Bleich/E. Melan /3/ über die Anwendung des Differenzen- 
verfahrens, von A. Ostenfeld /58/ über "fünfgliedrige" 
Gleichungen, von F. Engesser /17/ über die Berechnung von 
Stockwerkrahmen und von 6. Worch /91/ über die Anwendung 
des Reduktionssatzes. 

Eine interessante Entwicklung zeigt sich in der Disserta- 
tion von V. Lewe (/41/, 1915): Das "Zahlenrechteck" für die 
Darstellung und Lösung von Gleichungssystemen, wie man sie 
bei der Berechnung durchlaufender Träger und mehrstieliger 
Rahmen erhält, wird "entdeckt". Mit dem Zahlenrechteck wird 
die Matrix (J. J. Sylvester 1850) im Bauingenieurwesen ein- 
geführt, Auch die Determinantentheorie, die seit A. T, Van- 
dermonde (1771) bekannt war, gewinnt an Bedeutung bei der 
Lösung von Stabilitätsproblemen (R. von Mises /49/), 

Die Rechenhilfsmittel zu dieser Zeit waren sehr bescheiden: 
Der Rechenschieber war seit Patridge (1650) bekannt und 
wurde im letzten Jahrhundert zum Kennzeichen des Inge- 
nieurs. Die Zeit der ersten Industrialisierung im vorigen 
Jahrhundert führte auch zu einer ersten fabrikmäßigen Her- 
stellung von Rechenmaschinen, mit denen die vier Grundrech- 
nungsarten ausgeführt werden konnten, Nach K. Steinbuch/ 
W. Weber /78/ waren jedoch bis 1878 nur etwa 1500 Rechenna- 
schinen dieser serienmäßigen Produktion verkauft. Es er- 
staunt deshalb wenig, wenn man die Fußnote von H. Müller- 
Breslau in seinem 1886 erstmals erschienenen Lehrbuch der 
Statik liest: "Die vielen Dezimalstellen sollen eine genaue 
Nachprüfung der Rechnung ... ermöglichen, Verfasser benutzt 
die Rechenmaschine Millionär, die gestattet, zwei 10-stel- 
lige Zahlen mit 10 Kurbeldrehungen zu multiplizieren. Das 
Rechnen nit großen Zahlen bereitet dann keine sonderliche 
Arbeit" (/53/, Seite 424). Was H. Müller-Breslau als "keine 
sonderliche Arbeit" klassifiziert, erscheint uns heute un- 
denkbar - trotzdem, die Rechenleistung in Ingenieurbüros 
war noch lange Zeit von Rechenschieber und mechanischer Re- 
chenmaschine abhängig: In einer Zeit, in der das Prinzip 
des "Rechenautomaten" schon lange bekannt war (C. Babbage, 
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1823; vgl. auch geschichtliche Entwicklung /78/), und als 
in den USA von 1939 bis 1944 die erste, für umfangreiche 
wissenschaftliche Rechnungen brauchbare "Großrechenanlage" 
in Betrieb genommen wurde (MARK I, Harvard University), 
standen dem Ingenieur noch bis 1961 meist nur der Rechen- 
schieber oder eine mechanisch oder elektrisch betriebene 
Rechenmaschine zur Verfügung. Mit der Einführung elektroni- 
scher Tischrechenmaschinen im Jahre 1961 wurden diese 
Hilfsmittel allmählich verdrängt und haben heute den zum 
Teil programmierbaren Taschenrechnern Platz gemacht. 

Im Hinblick auf die kargen Hilfsmittel erscheint es ver- 
ständlich, daß sich die Forschung in der Baustatik lange 
Jahre auf die problemorientierte Formulierung und Lösung 
spezieller Aufgaben konzentrierte. 

Einen größeren Einfluß auf die praktische Statik hatten 
zweifelsohne die Arbeiten von H. Cross (/13/, 1930) und von 
G. Kani (/33/, 1949). Die gemeinsame Grundlage der Verfah- 
ren von Cross und Kani ist die iterative Lösung der Elasti- 
zitätsgleichungen. Ein gemeinsames Merkmal ist die Anschau- 
lichkeit des Lösungsweges, Es werden Biegemomente auf Kno- 
ten "fortgeleitet" oder "verteilt" und zwar anhand von 
skizzenhaften Darstellungen des statischen Systemes. Die 
Vernachlässigungen werden so gewählt, daß die zugrundelie- 
genden Iterationsverfahren genügend schnell konvergieren, 
und damit die Berechnungen mit Rechenschiebern oder mit 
einfachen Rechenmaschinen durchgeführt werden können, Gera- 
de diese letzte Forderung wurde jedoch durch die Entwick- 
lung neuer Bauweisen immer häufiger verletzt. Als "Rekord 
hinsichtlich der Anzahl der Unbekannten" erwähnt G, Worch 
/32/ in seinem Beitrag im Betonkalender 1960 den Entwurf 
für die Kuppel des Münchner Hauptbahnhofes. Hierbei handel- 
te es sich um eine Rippenkuppel (Bild 1.1 (a)) mit 16 Bin- 
dern und 7 Ringen {112 Knotenpunkte). Durch Ausnutzung der 
Symmetrie konnte die Anzahl der Unbekannten von 672 auf die 
Hälfte reduziert werden. Es erscheint uns heute rätselhaft, 
wie man damals derartige Gleichungssysteme gelöst hat. "Re- 
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korde" wie dieser zeigen jedoch, daß in der Baustatik pro- 
grammierbare Rechenmaschinen dringend benötigt wurden, Die 
erste Generation der Computer setzte sich aber erst im Jah- 
re 1953 durch: Zu.dieser Zeit wurden weltweit nur etwa 15 
großrechenanlagen gezählt; 1968 sind es schon etwa 30000 
und 1377 hat sich die Anzahl verzehnfacht auf 300000 (/5/, 
Seite 3). 

Der Wert des neuen Hilfsmittels wurde sofort erkannt und 
zwar zusammen mit der Notwendigkeit einer Neuformulierung 
der Statik. 

Eine erste umfassende Darstellung gibt J. H. Argyris (/1/, 
1957) mit seiner Arbeit "Die Matrizentheorie der Statik", 
Die computerorientierten Berechnungsverfahren, die "Methode 
der Finiten Elemente", zu deren Begründern Argyris zählt, 
sind heute aus der Statik und Dynamik nicht mehr wegzuden- 
ken. In seinem Beitrag "A Look into the Future - How Compu- 
ters will influence Engineering" weisen J. H. Argyris und 
P. C. Patton (/2/, 1967) auf die neuen Möglichkeiten der 
Berechnungen hin, die sich durch den Einsatz von Computern 
ergeben: “Since these assumptions and linearizations date 
from an era in which the tools of analysis were pencil and 
paper, we Should be willing to leave them behind and make 
less conservative assumptions more suited to our modern 
tool, the computer, our burgeoning research colleague", 

Die Möglichkeiten, die sich durch den Computer bieten, wer- 
den von Ingenieuren genutzt und zwar sowohl in der Praxis 
als auch in der Forschung. Programmsysteme wurden entwik- 
kelt, und der "Rekord" des Münchner Hauptbahnhofes könnte 
heute im Sekundenbereich der Central - Processing - Units 
(Rechnerkernzeit) gemessen werden. Nach einer Darstellung 
von MW. Wurmnest (/93/, Bild 1.1 (b)) würde ein System mit 
336 Freiheitsgraden etwa 190 CPU-Sekunden und einen Perso- 
nalaufwand von etwa 20 Stunden für die Datenvorbereitung 
und Auswertung erfordern. 

Eine Abschätzung des Zeitaufwandes bei einer Berechnung 
desselben Systems mit einer elektrischen Rechenmaschine ist 
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Bild 1.1 Rechenzeitbedarf und Personalaufwand bei der 


Lösung statischer Aufgaben mit Rechenanlagen 


nur grob möglich, Für eine Iteration würde man unter gün- 
stigen Annahmen etwa 50 bis 70 Stunden Arbeitszeit benöti- 
gen und die Anzahl der erforderlichen Iterationen für jeden 
Lastfall wäre mit Sicherheit größer als 50. 


1,2 Allgemeine Grundlagen und Zielsetzung 


Aus den bisherigen Ausführungen wird deutlich, daß die all- 
gemeinen Grundlagen einer "Matrizentheorie der Statik" sich 
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inhaltlich nicht von der "klassischen" Statik unterschei- 
den, Die Grundkenntnisse der Mechanik, wie sie üblicherwei- 
se in den Studiengängen der Ingenieurwissenschaften vermit- 
telt werden, sind deshalb auch für das Verständnis der Ma- 
trizenmethoden unabdingbare Voraussetzungen; dasselbe gilt 
für die Grundkenntnisse der Mathematik. 

Kenntnisse der Programmierung tragen an einigen Stellen zum 
besseren Verständnis von Flußdiagrammen bei und erleichtern 
die Bearbeitung der Übungsaufgaben wesentlich. 


Die Zielsetzung der Matrizenmethoden ist eine systematische 
und problemorientierte Formulierung und Lösung baustati- 
scher Aufgaben. Hierbei können viele spezielle Lösungsver- 
fahren, die eine Abschätzung als Überprüfung der Richtig- 
keit umfangreicher Berechnungen ermöglichen, nicht behan- 
delt werden. Dies darf nicht zu dem Fehlschluß führen, daß 
die Verfasser die Kenntnis dieser Verfahren für unnötig er- 
achten. Überschlagsberechnungen sind auch im Zeitalter der 
dritten Generation von Computern noch genauso wichtig für 
die Dimensionierung von Tragwerken, wie sie es zu Zeiten 
des Rechenschiebers und der "Kurbelmaschine" waren. Wir 
setzen jedoch voraus, daß der Leser diese Verfahren aus den 
Einführungsveranstaltungen "Baustatik" kennt und bemühen 
uns, eine Schwerpunktmäßige Verbindung mit den Matrizenme- 
thoden herzustellen, 


Durch die Ausführungen im vorhergehenden Abschnitt wird 
deutlich, daß die "Matrizentheorie" nicht nur viele Nähe- 
rungsverfahren der Baustatik abgelöst hat, sondern zugleich 
auch den Anfang bildet für die "Methode der Finiten Elemen- 
te". An vielen Stellen haben wir deshalb die natürlichen 
Zusammenhänge herausgestellt, so daß beim Studium der Me- 
thode der Finiten Elemente darauf zurückgegriffen werden 
kann. 

In Hinblick auf die praktische Anwendung haben wir den 
Stoffumfang so gewählt, daß ein gründliches Verständnis für 
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die heute üblichen Methoden der Baustatik vermittelt wird. 


1.3 Allgemeine Annahmen 


Die traditionelle Darstellung der Baustatik beginnt mit ei- 
ner Beschränkung auf die lineare Statik deformierbarer Kör- 
per. Wir behalten diese Betrachtungsweise bei und setzen 
voraus, daß 
die Verschiebungen aller Punkte eines Tragwerkes sowie 
die Relativverformungen (Verzerrungen und Dehnungen) 
aller Punkte so klein sind, daß wir alle auf das Trag- 
werk einwirkenden Äußeren Kräfte und alle auf Teile des 
Tragwerkes einwirkenden inneren Kräfte am unverformten 


Tragwerk ansetzen können ("kleine Verformungen”). 


Diese Voraussetzung gilt bis zu Kapitel 12, 
Des weiteren gehen wir von den üblichen Annahmen der Bal- 
kentheorie aus, die wir hier Zusammenfassend aufzählen: 

(a) die Stabwerke sind linear elastisch, 

(b) der Werkstoff ist homogen und isatrop, 

(ce) die Stabachsen sind abschnittsweise gerade, 

(d) die geraden Stababschnitte besitzen konstanten 
Querschnitt, 

(e) die Querschnittsachsen sind Hauptachsen und die 
Stabachse liegt im Schubmittelpunkt des Querschnit- 
tes. 

Die Annahmen (c) bis (e) beziehen sich nur auf die Einzel- 
stäbe des Stabwerkes; eine Erweiterung für Stäbe mit ver- 
änderlichem Querschnitt, für besondere Querschnittsformen 
und auch für die Berücksichtigung von Verwölbungseinflüssen 
(Wölbkrafttorsion) ist unter Berücksichtigung der relevan- 
ten Erweiterungen der Balkentheorie möglich /72/. 


In den Kapiteln 12 und 13 verlassen wir die lineare Statik 
und geben eine Einführung in die Lösungsverfahren für Sta- 
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bilitätsprobleme und geometrisch nichtlineare Verformungs- 
probleme ebener Stabwerke. 

Die Stabilitätsprobleme werden aus der linearisierten Dif- 
ferentialgleichung der Biegelinie abgeleitet. Dieselbe Li- 
nearisierung wird auch für die approximative Lösung der 
nichtlinearen Verformungsprobleme vorausgesetzt. 

Die Beschränkung auf ebene Stabwerke in den Kapiteln 12 und 
13 erfolgt deshalb, weil eine Stabilitätsuntersuchung räum- 
licher Stabwerke ohne eine genauere Erfassung der Verwül- 
bung nur von geringer praktischer Bedeutung wäre. Die Lö- 
sungsverfahren sind jedoch auch hier von allgemeiner Gül- 
tigkeit, und eine Erweiterung auf räumliche Stabwerke be- 
dürfte nur einer Ergänzung durch räumliche Stabelemente mit 
genauerer Beschreibung des Torsionsverhaltens. 

Bezüglich der äußeren, auf das Tragwerk einwirkenden Kräf- 
te gehen wir von der üblichen Idealisierung aus, die unter 
dem Begriff "quasi-statische Belastung" zusammengefaßt 
wird: 

Belastungsänderungen erfolgen so langsam, daß dadurch keine 
Trägheitskräfte entstehen. 

Bewegliche Lasten, wie sie z.B. im Brückenbau auftreten, 
können - eventuell mit einem Lasterhöhungsfaktor multipili- 
ziert - wie quasi-statische Lasten betrachtet werden. 


1.4 Hinweise zur Bearbeitung der Übungsaufgaben 


Die Bearbeitung von Übungsaufgaben erscheint in der Bausta- 
tik unerläßlich zu sein; dies gilt für die klassischen Lü- 
sungsmethoden und für die Matrizenmethoden gleichermaßen. 
Während jedoch im erstgenannten Fall die heute allgemein 
verfügbaren Taschenrechner ausreichen, ist für die Lösung 
von Aufgaben mit den Matrizenmethoden eine programmierbare 
Rechenanlage mit mittelgroßem Speicher unbedingt erforder- 
lich. Die Lösung von Problemen mit einer solchen Rechenan- 
lage setzt Grundkenntnisse der Kommandosprache dieses Rech- 
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ners voraus und außerdem ein Benutzerprogramm, das die ge- 
wünschten Matrizenoperationen ausführt. Derartige Benutzer- 
programme erfordern einen erheblichen Programmieraufwand, 
der den Rahmen einer Lehrveranstaltung in Baustatik weit 
übersteigen würde. 

Die Übungsarbeiten können deshalb nur dann auf sinnvolle 
Weise gelöst werden, wenn ein solches Benutzerprogramm zur 
Verfügung steht. Benutzerprogramme sind heute leicht er- 
hältlich und einfach zu handhaben, 

Die Verfasser empfehlen für die Bearbeitung das Programm 
SMIS (Symbolic Matrix Interpretative System, /89/) oder die 
Heiterentwicklung MISS-SMIS /37/. 

Für Anwendungen mit größerem Umfang wird auf Programmsyste- 
me mit erweitertem Leistungsumfang verwiesen. Sie sind heu- 
te allgemein erhältlich (/31/,/6/) und gehören teilweise 
auch zur Grundausstattung von Rechenbüros, die baustatische 
Aufgaben lösen. Für diese Programmsysteme ist ein sorgfäl- 
tiges Studium der Benutzerhandbücher erforderlich, das je- 
doch durch die Kenntnis der Matrizentheorie erheblich er- 
leichtert wird. 
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2 Stabwerke - System und Elementeinteilung 


Tragwerke werden entsprechend ihrer Tragwirkung in drei 
Klassen eingeteilt: 

- Kontinua mit räumlicher Tragwirkung, 

- Flächentragwerke mit flächenhafter Tragwirkung, 

- Stabwerke mit linienhafter Tragwirkung. 
Beispiele sind in Bild 2.1 dargestellt. In den folgenden 
Kapiteln wird nur die Berechnung von Stabwerken behandelt. 


räumlich flächenhaft linienhaft 


(Staumauer) (Schalentragwerk) (Stabtragwerk) 


Bild 2.1 Beispiele zur Einteilung nach Tragwirkungen 


2.1 Aufbau und Tragwirkung der Stabwerke 


Die Elemente eines Stäbwerkes sind gerade oder gekrümmte 
Stäbe, Jeder Stab besitzt zwei Stabenden, in welchen er mit 
anderen Stäben des Stabwerkes verknüpft werden kann. Die 
Stabendpunkte der Stäbe werden als Knoten bezeichnet. Die 
meisten in der Praxis ausgeführten Stabwerke können durch 
gerade Stäbe beschrieben werden, Aus diesem Grunde erfolgt 
hier eine Beschränkung auf Stabwerke mit geraden Stäben. 
Die Berechnung von Stabwerken, die nur in den Knoten durch 
Kräfte oder Momente belastet sind, läßt sich besonders ein- 
fach darstellen. Deshalb wird hier zunächst vorausgesetzt, 
daß das Stabwerk nur durch solche Einzelwirkungen in den 
Knoten belastet ist. Diese Einschränkung erfüllt die Erfor- 
dernisse der Praxis in vielen Fällen nicht; sie wird des- 
halb an späterer Stelle (Kapitel 7) wieder aufgehoben, 
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Stabwerke werden nach der Anordnung der Knoten, nach der 
Art der Belastung und nach der konstruktiven Ausbildung der 
Knoten in eine Vielzahl von Typen eingeteilt. Aufgrund der 
Anordnung der Knoten unterscheidet man räumliche und ebene 
Stabwerke (Bild 2.2). 
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räumliches Stabtragwerk ebenes Stabtragwerk 


ebenes Stabtragwerk mit Gelenken Trägerrost 


Bild 2.2 Beispiele für Stabwerke 


Bei ebenen Stabtragwerken wird davon ausgegangen, daß die 
Knoten in einer Ebene liegen und die äußeren Kräfte in der- 
selben Ebene wirken. Außere Momente bewirken bei ebenen 
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Stabtragwerken eine Verdrehung in derselben Ebene, der Mo- 
mentenvektor Steht jedoch senkrecht zu dieser Ebene. Stab- 
tragwerke, deren Knotenpunkte in einer Eben& liegen und die 
durch Kräfte senkrecht zu dieser Ebene belastet werden, be- 
zeichnet man als Trägerroste. In der Ebene des Trägerro- 
stes können in jedem Knotenpunkt zusätzlich zwei linear un- 
abhängige Momentenvektoren als Belastung vorgegeben sein. 
Stabwerke mit frei drehbaren Knoten (ideale Gelenke), be- 
zeichnet man als Fachwerke und unterscheidet zwischen räum- 
lichen Fachwerken (Fachwerke im Raum) und ebenen Fachwerken 
(Fachwerke in der Ebene). Die Knoten von Fachwerken können 
nur durch Kräfte belastet werden. 

Für die Darstellung der konstruktiven Ausbildung von Ge- 
lenkknoten mit Kräftezwischenbedingungen verwendet man in 
der Ebene eine sinnvolle Symbolik (Bild 2.3). 


Normalkraftgelenk QWuerkraftgelenk Momentengelenk 
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Bild 2.3 Gelenke in der Ebene 


Stabwerke müssen über einen oder mehrere Knotenpunkte mit 
dem als starr betrachteten Baugrund verbunden werden. In 
diesen Lagerpunkten werden einzelne Verschiebungen oder 
Verdrehungen vorgegeben, und in den Richtungen der vorgege- 
benen Verformungen wirken Kräfte, die sogenannten Lagerre- 
aktionen, auf den Baugrund. Für die Darstellung der Lage- 
rung in der Ebene wählt man eine sinnvolle Symbolik (Bild 
2.4). Bei einer Lagerung über elastische Federn werden die 
Federn als spezielle Elemente des Stabwerks betrachtet. Man 
unterscheidet zwischen Dreh- und Senkfedern und bezeichnet 
sie als Federelemente. 
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Bild 2.4 Symbolische Darstellung von Lagern In der Ebene 


mit positiv wirkenden Lagerreaktionen 


2.2 Koordinaten der Knotenpunkte und Verknüpfung der 
020000 sad FErknupTung der 


Elemente 


Wir beschreiben jedes Stabwerk in einem rechtsdrehenden, 
kartesischen Koordinatensystem. Der Ursprung des Koordina- 
tensystems wird willkürlich festgelegt (Bild 2.2). Die Ko- 
ordinaten der Knotenpunkte werden aus den Abmessungen des 
Stabwerkes berechnet. Man bezeichnet das Koordinatensystem 
als globales Koordinatensystem mit den Achsen x, y und z, 
Die Elemente des Stabwerkes werden in einem rechtsdrehen- 
den, kartesischen Koordinatensystem beschrieben, dem loka- 
len Koordinatensystem X, y, Z. Jedes Element hat ein ele- 
mentbezogenes lokales Koordinatensystem mit dem Koordina- 
tenursprung in einem der Stabenden. Die x-Achse fällt mit 
der Stabachse zusammen, y und Z sind die Hauptachsen der 
Flächenträgheitsmomente der Stabquerschnitte. 

Das Stabelement in lokalen Koordinaten ist die Grundlage 
der systematischen Berechnung; es kann bausteinartig zu dem 
zu berechnenden Stabwerk zusammengefügt werden, die Eigen- 
schaften der Einzelelemente können katalogartig beschrieben 
werden (Anhang A3). Die einzelnen Elemente werden über Ko- 
ordinatentransformationen zum Gesamtsystem verknüpft. 

In der üblichen praktischen Anwendung steht jedoch das Ge- 
samtsystem mit Seinen vorgegebenen Abmessungen und Werk- 
stoffangaben am Anfang der Berechnung. Ausgehend hiervon 
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erfolgt als erster Schritt eine Einteilung in Elemente und 
Knoten. Die Elemente und Knoten werden fortlaufend von 1 
beginnend numeriert. Die Knotenpunkte werden durch die Ko- 
ordinaten in einem frei gewählten, globalen Koordinatensy- 
stem beschrieben. In der Koordinatentafel ordnet man den 
Knotennummern in aufsteigender Folge ihre Koordinaten x, y, 
z zu. Die Verknüpfungsdaten der Elemente werden in einer 
Verknüpfungstafel (Inzidenztafel) aufgestellt: Den Element- 
nummern werden in aufsteigender Folge die beiden Nummern 
der Knotenpunkte des betrachteten Elementes zugeordnet. Der 
Knoten mit der kleineren Knotennummer wird als "linker" 
Knoten bezeichnet. Der Koordinatenursprung des lokalen Ko- 
ordinatensystems X, y, zZ wird in den linken Knoten gelegt. 
Damit erhalten alle Elemente eine Orientierung von links 
(£) nach rechts (r). In der Darstellung werden die Element- 
nummern durch Kreise von den Knotennummern unterschieden. 


Beispiel 2.1: 
Für das in Bild 2.5 dargestellte ebene Stabtragwerk werden 
die Koordinatentafel und die Verknüpfungstafel aufgestellt. 
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Bild 2.5 Ebenes Stabtragwerk mit Koordinaten- 
und Verknüpfungstafel 


32 2 Stabwerke - System und Elementeinteilung 


Aufgaben: 


2.1 Für das dargestellte Fachwerk ist eine Numerierung der 
Knoten und Elemente vorzunehmen. Für das festgelegte globa- 
le Koordinatensystem sollen die Koordinatentafel und die 
Verknüpfungstafe] aufgestellt werden. 
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2.2 Für die dargestellten Stabtragwerke ist eine sinnvolle 
Numerierung der Knoten und Elemente festzulegen. Koor- 
dinatentafel und Verknüpfungstafel sollen aufgestellt 
werden. 
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3 Stabelemente als starre Körper 


Ausgehend von einem differentiellen Element werden Gleich- 
gewichtsaussagen für einzelne Elementtypen aufgestellt. Es 
gibt nur wenige verschiedene Elementtypen, aus denen alle 
Stabwerke aufgebaut werden können. Die Reduktion auf diese 
Elemente bietet den Vorteil, daß alle Tragwerke, unabhängig 
von der Tragwerksform, einheitlich berechnet werden können. 


3.1 Die Differentialgleichungen des Balkens 
Seh „rs Ar u er ae air enl SB HE EEE a EL NETTES: 


Unter der Annahme, daß die Formänderungen eines Körpers bei 
einer vorhandenen Belastung klein bleiben, können Schnitt- 
größen, Lasten und Lagerreaktionen am unverformten körper 
angesetzt werden, (siehe Annahme Kapite] 1), 


Definition 3.1: Schnittgrößen sind die inneren Kraftgrößen 
in einem Schnitt durch das Tragwerk. Schnittgrößen sind die 


Resultierenden der Spannungen, 


Aus der Mechanik /39/ sind die Differentialgleichungen des 
Balkens bekannt. Für ein räumliches Stabelement von der 
Länge dx gelten für verteilte Belastungen (Bild 3.1) fol- 
gende Differentialgleichungen: 


dN(X) Se 4,0% m d4,(X) - 
= sn) a ———— >= -a,%) RT ne -9,(%) N 
dX dx dx 
dM (x) u dM (x) u iR 
a = -m,(%) a — = 0,(%) - n,(%) 5 
an (X) _ _ (3.1) 
are 
x 
2 
d M,(x) dm ‚(x) d M_(X) e dm_(%) 
= = -q,(X) - Er und z = a, = gi 
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Bild 3.1 Differentielles Balkenelement 


Hierbei ist N(x) die Normalkraft, a, und 9,0%) sind die 
Querkräfte, MX) ist das Drill- oder Torsionsmoment und 
M (X) und HM, sind die Biegemomente. 

Durch Integration erhält man die Schnittgrößen als Funktio- 
nen der Bezugsachsenkoordinate %. 

Im folgenden sollen nun die Schnittgrößen für verschiedene 
belastungsfreie Stabelemente mit ihren Gleichgewichtsbezie- 
hungen dargestellt werden. 


3.2 Schnittgrößen unbelasteter Elemente 


Die Schnittgrößen eines Tragwerks werden in den lokalen Ko- 
ordinaten x, y und Z eines jeden Elementes angegeben. 
Schnittgrößen wirken immer auf einer Bezugsachse, die 
Schwerachse, Hauptachse oder Schubmittelpunktsachse ist. 
Für die Bemessung werden nicht die Schnittgrößen, sondern 
Spannungen verwendet. Für den Verlauf der Spannungen werden 
Annahmen getroffen /39/. 

Die Schnittgrößen eines räumlichen Stabelementes (TYP 1) 
sind N{X), 2,00 4,» MX: m, und M(X) (Bild 3.2). 
Die Schnittgrößen eines ebenen Stabelementes (TYP 2) sind 
N(X)s 9, = Q(X) und MR) = M(xX) (Bild 3.3). 
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TYP 1 Bu TYP 2 


r 

Sg Bezugsachse 

y X z 
Bezugsachse n 


Bild 3.2 Stabelement (räuml,) Bild 3.3 Stabelement (eben) 


Die Schnittgrößen eines Trägerrostelementes (TYP 3) sind 
9,(X), MX) und M,(X) (Bild 3.4). 

Die Schnittgröße eines ebenen Fachwerkelementes (TYP 4) 
oder eines räumlichen Fachwerkelementes (TYP 5) ist N(X) 
(Bild 3.5). 


TYP 3 BE TYP 4u5 
0) ar) 


M,&) 


y \ 
Bezügsachse rg Bezugsachse 


z 


Bild 3.4 Trägerrostelement Bild 3.5 Fachwerkelement 


Für ein räumliches Stabelement ohne Belastung erhält man 
durch Integration der Gleichungen (3.1) folgende Schnitt- 
größenfunktionen: 


NIX) = Cs a, "6, 9,0%) =63.» (3 2) 


MX) =C; MR) = 3X + Cs; und Mm, = -C5%X +C,. 


Durch Randbedingungen müssen die sechs Integrationskonstan- 
ten Cı, Cas ..., Cg bestimmt werden. Somit sind in jedem 
unbelasteten Element die Normaikraft, die Querkräfte und 
das Drillmoment konstant, Die Biegemomente haben einen 1i- 
nearen Verlauf, 

Für die anderen Stabelemente gelten entsprechende Schnitt- 
größenfunktionen. 
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3.3 Stabendkräfte 


Die Integrationskonstanten in Gleichung (3.2) sind für ein 
statisch bestimmt gelagertes Stabelement gleichbedeutend 
mit Zinear unabhängigen Stabendkräften, 


Definition 3.2: Stabendkräfte sind die positiven Scehnitt- 
größen am positiven Scehnittufer (rechter Knoten) und die 
negativen Schnittgrößen am negativen Schnittufer (linker 
Knoten). 


Die Stabendkräfte werden im Vektor gi für das Element (I) 
zusammengefaßt. Die Linear unabhängigen Stabendkräfte wer- 
den in dem Vektor E zusammengefaßt. Die Anzahl von Stab- 
endkräften und linear unabhängigen Stabendkräften ist für 
die verschiedenen Elementtypen (TYP 1 bis TYP 5) in Tafel 
3.1 zusammengestellt. 


TYP Komponenten in 


Tafel 3.1 


Gelenke können einmal, wie in Kapitel 2 gezeigt, in Knoten- 
punkten des Tragwerks sein. Sind an einem Gelenk jedoch nur 
zwei Elemente verknüpft und stimmen bei diesen Elementen 
die Stabachsen auch noch überein, so können diese beiden 
Elemente zu einem Element vereinigt werden. Bei solchen 
Elementen mit Gelenken im Innern reduziert sich die Anzahl 
der linear unabhängigen $Stabendkräfte um die Anzahl der Ge- 
lenkbedingungen. Die Anzahl der Stabendkräfte bleibt jedoch 
konstant. 
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Mit Gleichung (3.2) künnen die Gleichgewichtsbedingungen am 
Element ©) aufgestellt werden: 


Be et, (3:3) 


T. ist die Kräftetransformationsmatrix des Elements ®. Im 
folgenden sind die Berechnungen der Elemente von T am 
Beispiel eines ebenen Stabelementes gezeigt. 


Beispiel 3.1: 

Ein ebenes Stabelement hat die drei Schnittgrößen N, Q und 
M. In Gleichung (3.2) müssen deshalb die Konstanten C,, Cz 
und Cs bestimmt werden. Der Vektor der linear unabhängi- 
gen Stabendkräfte F' besitzt drei, der Vektor der Stabend- 
kräfte g' sechs Komponenten. Ein ebenes Stabelement kann 
auf unterschiedliche Art und Weise statisch bestimmt gela- 
gert werden, 


F. 
{ F 2 
Po 1 m u wi Di —. 
R_/YE F 
2 " 
N EN i NS 
weh: er | 
Pr 5 


Bild 3.6 Statisch bestimmte Lagerung 


Die Lagerung eines Elementes ist dann statisch bestimmt, 
wenn das Element unverschieblich gelagert ist, und die 
Schnittgrößen allein mit den Gleichgewichtsbedingungen er- 
mittelt werden können, 

Eine Auswahl von Lagerungsarten mit den zugehörigen linear 
unabhängigen Stabendkräften ist in Bild 3.6 dargestellt. 
Linkes und rechtes Stabende können vertauscht werden; dar- 
aus ergeben sich weitere Möglichkeiten. Bei jeder Lagerung 
sind drei linear unabhängige Stabendkräfte und drei Lager- 
reaktionen vorhanden. Wir wählen die Lagerungsart (b) (Bild 
3.6). 
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Lagerreaktionen 


ee 
B = -(Fz+F3)/E, 
= (Fz+Fa)/E, 


Bild 3.7 Kräftetransformation eines ebenen Stabelementes 


Die Lagerreaktionen werden aus den Gleichgewichtsbedingun- 
gen berechnet (Bild 3.7) und bestimmen den vollständigen 
Vektor der Stabendkräfte 5. Damit ergibt sich als Kräfte- 
transformation für das ebene Stabelement (In Matrizen wird 
prinzipiell £ anstelle von z; verwendet.): 


5, -1 ) {) 

5, 0 -1/L -1/E 

E Fı 
5, 0 1 0 

nn = I -- - - - - - - -- Fa 
5, 1 0 0 

Bi F3 
55 0 1/t 18 

5, f) 0 1 


Die Berechnung der Kräftetransformationsmatrizen für andere 
Stabelemente erfolgt analog. Die Ergebnisse sind im Anhang 
A3 zusammengestellt. 


3.4 Drehungsmatrizen und Gleichgewicht in globalen 


Koordinaten 


Ein Stabelement ist Teil eines Stabtragwerkes (Bild 3.8), 
welches in einem globalen Koordinatensystem beschrieben 
wird. 
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Bild 3.8 Lokale und globale Koordinaten 


Um die einzelnen Elemente des Tragwerks verknüpfen zu kün- 
nen, müssen die Stabendkräfte im globalen Koordinatensystem 
dargestellt werden. Man erhält eine Koordinatendrehung der 
Form: Fan . 

Bst Sn (3.4) 


Di ist die Drehungsmatrix des Elementes SR 5) sind die 
Stabendkräfte im globalen Koordinatensystem. 

Da die Stabendkräfte 5! mit den lokalen Koordinatenachsen 
gleichgerichtet sind, ist die Transformation der Stabend- 
kräfte nach (3.4) mit der Drehung des lokalen in das globa- 
le Koordinatensystem identisch (Bild 3.9), 

Drehungsmatrizen haben die besondere Eigenschaft, daß die 
Transponierte gleich der Inversen ist (Anhang Al): 


et 


Damit gilt für die Drehung vom globalen ins lokale Koordi- 
natensystem: ‚ j N 
g: A a 5 . (3.5) 


Für ein räumliches Stabelement ist IR aus vier Teilmatri- 
zen aufgebaut, die in Diagonalform angeordnet sind (Hyper- 
diagonalmatrix). Die Matrizenelemente der Diagonale sind 
die bekannten Transformationsmatrizen der Koordinatendre- 
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hung (siehe z.B. /4/): 


2 2,8 
i c0S a1 COS a2ı COS az] 
oo 
: mit L =|cos a)2 COS aa2 COS a3a (3.6) 
ı Dr 
I 
j cos a3 COS QA23 COS Qa33 
2, DE 


Bild 3.9 Räumliche Koordinatendrehung 


Die Winkel a; sind in Bild 3.9 dargestellt. Öblicherweise 
sind die Richtungswinkel ij nicht bekannt. Sie müssen aus 
den Koordinaten der Stabelemente in einem globalen Koordi- 
natensystem berechnet werden, 

Die Berechnung der Richtungswinkel ist im folgenden darge- 
stellt, Es wird angenommen, daß die Lage der (%,Z)-Ebene 
des lokalen Koordinatensystems bekannt ist und zwar durch 
die Koordinaten von drei Punkten (Bild 3.10): 


X Ygez) 5 "Rs YyaZ.) und clX.sY.s2.) » 


Mit den Koordinaten der drei Punkte £, r und c lassen sich 
die Kosinuswerte in Gleichung (3.6) berechnen. 
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/ 


Bild 3.10 Koordinaten im Raum 


| 
[ 


Hierzu werden folgende Abkürzungen eingeführt: 


[a 
1 


i -Vinrg)” lv) + a) > 


E +} 
n 


RER) + WII EN) + [z.”2.)(2,-2,) » 
ug) ER un = al) + We) 


2 2 z 2 
= a(z,-2,) + £,(z."2,) » u=s\u +u2 +u3 „. 


e 
w 
ı 


Damit ergibt sich (e;; = c0s 9,5): 


oO 
- 
- 

u 


(X; » Caı = Uı/u , Ca] = Cyalaz - Cı2C33 » 
era = (Yurygd/k; s Ca2 = Up/u , Cy5 = Cyj6a3 - Eyataı s 


Ca = (zu zp)/Ei » Cas = Up/u, Caz = C42C3] - Cyıkaa » 


Für ein ebenes Stabelement erhält die Drehungsmatrix eine 
einfachere Form. Die Kräftetransformation erfolgt in der 
(%X,2)-Ebene (Bild 3.11). Das Biegemoment als Vektor senk- 
recht zu dieser Ebene ist drehungsinvariant. Es gilt mit 


COS aıı * COS a2z = (Kur,)/k; =c050, 
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COS ajJa = -C0S a2ı = (z,-2,)/£. = sina 
2 ne ee 


Yy 2 2 
und L; = X”) + (2.72,) : 


!o20 
i 8100 i c0osa -sina 
Ly °® ; mit L = (3.7) 
828 LO sina cos a 


Io 
o 
Io 
par 


Bild 3.11 Ebene Koordinatendrehung 


Die Drehungsmatrizen der übrigen Elemente erhält man ana- 
log. Die Ergebnisse sind im Anhang A3 zusammengestellt. Die 
Gleichgewichtsbedingungen (3.3) können mit (3.4) im globa- 
len Koordinatensystem dargestellt werden: 


LITE, (3.8) 
Zur Abkürzung der Schreibweise setzen wir 

a m fi, or 
und erhalten damit für (3.8): 


(a') £ = 3 . (3.9) 
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ta; wird als Gleichgewichtsmatrix des Elementes in globa- 
len Koordinaten bezeichnet, Die Transponierte wird aus for- 
malen Gründen eingeführt. Eine Zusammenfassung für die hier 
betrachteten Elemente ist im Anhang A3 angegeben, 


Aufgaben: 


3.l Für ein ebenes Fachwerkelement und ein ebenes Stabele- 
ment mit Momentengelenk sind die statisch bestimmte 
Lagerung und die Transformationsmatrizen 1 1) und 
(a.'5? herzuleiten. Die Ergebnisse sind mit Anhang A3 
zu vergleichen. 


3.2 Für das Stabelement mit Querkraftgelenk im Innern lei- 
te man die Matrizen 7 und (atyT her. Eine mögli- 
che, statisch bestimmte Lagerung ist angegeben. 


statisch beslımmte Lagerung 


9 
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Man leite sich die Transformationsmatrizen für ein 
ebenes Kreiselement her. Als statisch bestimmte Lage- 


rung nehme man eine Einspannung am linken Elementende 
an. 
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4 Gleichgewicht von Stabwerken 


Durch die Festlegung auf die grundlegenden Elementtypen in 
Kapitel 3 ist der Weg zur Darstellung der Gleichgewichtsbe- 
dingungen vorgezeichnet. Wir betrachten nur Stabwerke, die 
aus diesen Elementen aufgebaut sind und treffen zunächst 
restriktive Vereinbarungen bezüglich der Lagerung, Das 
Prinzip der Berechnung läßt sich damit einfach darstellen, 
Anschließend, und darauf aufbauend, werden die vielfältigen 
Möglichkeiten der Lagerung und der Berücksichtigung von Ge- 
lenken aller Art behandelt, 


4.1 Grundlagen 


Eine wesentliche Grundlage ist das bei der Herleitung der 
Elementgleichgewichtsbeziehungen verwendete Schnittprinzip: 
Wir denken uns die einzelnen Elemente des Stabwerks heraus- 
geschnitten. Für die Wechselwirkung zwischen Element und 
Knoten gilt das Gegenwirkungsprinzip: actio = reactio; die 
Stabendkräfte in einem durch einen Schnitt freigelegten 
Stabende sind den auf den Knoten wirkenden Kräften entge- 
gengerichtet und dem Betrage nach gleich groß (Bild 4,1). 


actio = reactio 


= j Schnitt Lasten 
3% 
I 


ad 7, 
Pi = 


Bild 4,1 Erläuterung zum Schnittprinzip 


b6 4 Gleichgewicht von Stabwerken 


Für ein Tragwerk gelten zusammengefaßt folgende Gleichge- 
wichtsaussagen: 


Satz 4.1: Ein Stabwerk ist nur dann im Gleichgewicht, wenn 

(a) die Lasten mit den Lagerreaktionen im Gleichgewicht 
sind, 

(b) jedes Stabelement im Gleichgewicht ist und 

(ce) an allen Knoten, die man sich durch Knotenschnitte 
freigelegt denkt, Gleichgewicht zwischen den Knoten- 
lasten und den Knotenkräften herrscht, 


Die Knotenkräfte im Knoten i sind die Summe der Stabend- 
kräfte (reactio) aller am Knoten i angeschlossenen Stabele- 
mente. 


4.2 Unverschiebliche Lager 


Mit Bezug auf die Randbedingungen der Verschiebung bezeich- 

nen wir ein Stabwerk als Stabwerk mit unverschieblichen La- 

gern, wenn 

(a) alle Starrkörperverschiebungen durch Lager verhindert 
werden und 

(b) in den Lagern alle möglichen Verformungen der ange- 
schlossenen Elemente Null sind. Dies ist gleichbedeu- 
tend mit biegestarrer, unverschieblicher Lagerung für 
Stabtragwerke und Trägerroste und mit unverschieblicher 
Lagerung für Fachwerke (Bild 4.2). 


I F IM 


Stabtragwerk raumliches Fachwerk Stabtragwerk 


Bild 4.2 Unverschiebliche Lager 
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Alle Knoten eines Stabwerkes können durch äußere Kräfte be- 
ansprucht werden: 

- die inneren Knoten durch die Belastung, 

- die Randknoten durch die Lagerreaktionen,. 
Lagerreaktionen werden also zu den äußeren Kräften gezählt 
(Bild 4.3), 


Definition 4.1: Lagerreaktionen sind positiv in Richtung 


der positiven Achsen des globalen Koordinatensystems, 


ebenes ebenes 
ee: Fachwerk Trögerrost 
räumliches Fachwerk räumliches Stabtragwerk 


= 
! Pe 


Bild 4.3 Positive Lagerreaktionen unverschieblicher Lager 


Lagerreaktionen sind damit unbekannte äußere Kräfte in den 
Randknoten. Sie werden hier über Verschiebungen eingeführt, 


Definition 4.2: In allen Punkten des Tragwerke, in denen 
die Verschiebungen vorgegeben sind, sind die äußeren Kräfte 
unbekannt. In allen Punkten, in welchen die Verschiebungen 


48 4 Gleichgewicht von Stabwerken 


unbehindert sind, können äußere Kräfte, die Knotenlasten, 
vorgegeben werden. 

In Punkten des Tragwerks, in denen die Verschiebungen vor- 
gegeben sind, können sich die üußeren Kräfte entsprechend 


den Gleichgewichtsbedingungen frei einstellen, 


4,3 Das Gleichgewicht bei unverschieblichen Lagern 


Die Gleichgewichtsbedingungen des Gesamtsystems werden über 
die Gleichgewichtsbedingungen der einzelnen Knoten aufge- 
stellt. Aus Gründen der Einheitlichkeit der Darstellung 
sind vorläufig einige Vereinbarungen zweckmäßig: 

Knoten werden von 1 beginnend fortlaufend so numeriert, daß 
die Randknoten (Lager) die größten Knotennumnern erhalten. 
Die in Kapitel 2 eingeführte Elementnumerierung wird davon 
nicht betroffen. Knotenlasten an einem inneren Knoten k 
werden mit rk bezeichnet. Die Lagerreaktionen an einem 
Randknoten k werden mit % bezeichnet. Jedem Knoten k wird 
eine Dimensionszahl zugeordnet. 


Definition 4.3: Die Dimensionszahl d, eines Knotens k ist 
die Anzahl ee Linear unabhängigen Komponenten des Knoten- 
kraftvektors R* bzw. von RR, wenn es sich um einen Randkno- 
ten handelt (Bild 4.3). 


Bei einem ebenen (räumlichen) Stabtragwerk hat jeder Knoten 
die Dimensionszahl 3 (6). Bei einem ebenen (räumlichen) 
Fachwerk hat jeder Knoten die Dimensionszahl 2 (3). 

Analog wird die Dimensionszahl d; eines Elementes als An- 
zahl der Komponenten von z de: Elementes © definiert 
(siehe Tafel 3.1). 

Nach Satz 4.1 (c) muß an jedem Knoten Gleichgewicht zwi- 
schen den Knotenlasten und den Knotenkräften herrschen. 
Dies ergibt für jeden Knoten k ein System von d. linearen 
Gleichungen. 
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Als Beispiel sind diese Gleichungen für den Knoten eines 
ebenen Stabwerkes, in dem Stabelemante und ein Fachwerkele- 
ment anschließen, in Bild 4,4 aufgenommen, 


RS _|R&S S 
= x Y 2 2 si Er Gleichgewicht: 
R 6 On 
1 
S; 


es 
ai Fe er 
h a N 
_ 5 een 
h 
N us 
ir 
oh —- si s2 o 
3 En 
# 
| 
Bild 4.4 Gleichgewicht am Knoten 
Für das Gesamtsystem mit p Knoten stehen 
P 
n' = d, (4.1) 
k=1 


lineare Gleichungen in den Stabendkräften zur Verfügung. 
Wir zeigen nun einen zweckmäßigen Weg zur Aufstellung die- 
ser Gleichgewichtsbedingungen. 

Der Knotennumerierung folgend, werden alle Komponenten der 
Knotenlasten in einem Knotenlastenvektor R' zusammengefaßt: 


Rı 
R }innere Knoten 
2 
‘ (4.2) 
R 


}aser 
n ı 


Der Elementnumerierung folgend werden alle Komponenten der 
Stabendkräfte in einem Stabkraftvektor 5 zusammengefaßt; 
für q Elemente erhält man: 
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1 R 
52 2 
= 3 
s=\. |=|: (4.3) 
: q 
s.| |> 
q 
mit m’ = % d! , der Dimension von $. 
i=1 


Die Gleichgewichtsbedingungen des Gesamtsystems können da- 
mit dargestellt werden zu 


[I sS=R' (4.4) 


mit En ’xm' 


Die Komponenten von C' erhält man zeilenweise wie folgt: 


ei; = 1, wenn S. einen Beitrag zu dem Gleichgewicht in 
Richtung von R; leistet; 


iz 0, wenn 5; am Gleichgewicht in Richtung von R; 
nicht beteiligt ist, 

C' ist eine (0,1)-Matrix; wir bezeichnen sie als Verknüp- 

fungs- oder Inzidenzmatrix des Stabwerkes. Die systemati- 

sche Besetzung von LC' erfolgt ausgehend von der Verknüp- 

fungstafel (Kapitel 2). 

Gleichung (4.4) ist in Bild 4.5 symbolisch dargestellt, 


Knotenlasten 


Lagerreaktionen 


C $ 


[1 = ı 
n'xm! Sm'xi Raızı 


Bild 4,5 Vollständige Gleichgewichtsbedingungen 
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Der Elementnumerierung folgend wird der Vektor der linear 
unabhängigen Stabendkräfte eingeführt: 


F2 pn 

E= |F3| = |7 (4.5) 
; 2 
F E 


Analog zu (3.9) gilt für das Gesamttragwerk mit diagt(a')"} 
als Hyperdiagonalmatrix (Anhang Al) 


Sera a Er, (4.6) 
Durch Einsetzen in (4.4) erhält man 

E’ dtag ka)ı F=R, 
Zur Abkürzung der Schreibweise setzen wir 

(a')T = diag t(a'))ı (4.7) 
und erhalten damit für Gleichung (4.4) 


a)lE=-R'. (4.8) 


Es ist dies die vollständige Gleichgewichtsbedingung des 
Gesamttragwerkes. 

Zur näheren Erläuterung wird dieses Gleichungssystem für 
das in Bild 4.6 dargestellte Stabtragwerk aufgestellt, 


m 
[2 W [58 

rl U 
m 75m — 75m el 


Bild 4,6 Rahmen in der Ebene mit Verknüpfungstafe] 
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Beispiel 4.1: 
Vollständige Gleichgewichtsbedingungen nach Gleichung 
(4.4): 
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Knoten + 


Element + [®) (®) o) 0) 


R' = c s 


Die Elementgleichgewichtsmatrizen (at)! werden dem Element- 
katalog (Anhang A3) entnommen. Im Elementkatalog stehen 
zwei Stabelemente zur Auswahl. Wir wählen das Stabelement 
Typ-b: 


-cosa sina 09 


-sina -cosa 0 
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Für den Aufbau der Gleichgewichtsmatrix entsprechend Glei- 
chung (4.8) ist es nicht erforderlich, die Multiplikation 
(4.7) durchzuführen. Auch (ary kann wie C' direkt mit der 
Verknüpfungstafel aufgebaut werden. Ein Element in der 
i-ten Zeile und j-ten Spalte der Gleichgewichtsmatrix (a')! 
ist nur dann verschieden von Null, wenn F, einen Beitrag 
zum Gleichgewicht in Richtung von R; leistet. In der 
Gleichgewichtsmatrix steht der Beitrag als Element der be- 
treffenden Gleichgewichtsmatrix des Elementes. 

Bisher wurde der Einfluß der Lagerung auf das Gleichgewicht 
nicht berücksichtigt. 

Zwischen den Lagerreaktionen rk und den Knotenlasten an in- 
neren Knoten rk besteht jedoch ein wesentlicher Unter- 
schied. Die Knotenlasten rk sind bekannt, und die Lägerre- 
aktionen R sind unbekannt. Das bedeutet, daß die Gleichun- 
gen mit den Lagerreaktionen im Lastvektor R' keine Bestim- 
mungsgleichungen für F sind. Die Anzahl der Lagerreaktionen 
wird mit n, bezeichnet. 


Die letzten N Zeilen von ta’)T, die das Gleichgewicht der 
Lagerpunkte beschreiben, können nicht zur Bestimmung der 
Linear unabhängigen Stabendkräfte F verwendet werden, da 
die Lagerreaktionen unbekannt sind, 

Das Gleichgewicht des Gesamtsystems ist allein durch die 


Gleichgewichtsbedingungen der inneren Knoten bestimmt. 


Die Anzahl der Knotenlasten RK wird mit n bezeichnet: 


u er ze 
n n r 


Für Tragwerke mit unverschieblichen Lagern ist die Matrix 
der ersten n Zeilen von (a')T die Gleichgewichtsmatrix a 
(Bild 4.7). 

Eine andere Möglichkeit zur Berücksichtigung der Lagerreak- 
tionen besteht darin, daß man die unbekannten S$tabendkräfte 
E mit den unbekannten Lagerreaktionen in einem Vektor zu- 
sammenfaßt. Dieser Weg wird in der Literatur (/66/, /47/) 
verschiedentlich angegeben. Da er jedach eine größere 
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Gleichgewichtsmatrix als der hier beschriebene Weg erfor- 
dert, wird er nicht weiter verfolgt. 


T a 
Inxm Eis zZ Rnxı 


Bild 4,7 Gleichgewichtsgleichungen des Tragwerks 


4.4 Verschiebliche Lager 
re re ee 


Die Forderung, daß das Tragwerk nur unverschiebliche Lager 
hat, soll nun fallengelassen werden: wir betrachten ver- 
schiebliche Lager, Die Lagerung muß aber statisch zulässig 
sein, d.h,, die Lagerung muß die Starrkörperverschiebungen 
ausschließen. Beispiele der Ausführungsmöglichkeiten ver- 
schieblicher Lager sind in Bild 4.8 dargestellt. 


ZEZEnd 


Bild 4.8 Lagerungsmöglichkeiten eines ebenen Stabwerkes 


Aus Bild 4.8 erkennt man, daß schon bei einfachsten Trag- 
werken eine Vielfalt von Lagerungsmöglichkeiten besteht, 
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Bei räumlichen Stabtragwerken fällt teilweise sogar die 
symbolische Darstellung schwer. Man behilft sich in solchen 
Fällen durch Angabe der Verschiebungsrichtungen oder der 
Randbedingungen der Kräfte, Die Randbedingungen der Kräfte 
sind durch die konstruktive Gestaltung des Lagers gegeben. 


Zur Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen in einem 
verschieblichen Lager £ führen wir den Vektor der resultie- 
renden Stabendkräfte S* ein. Analog zur Gleichung (4.4) 
gilt für das Lager £: 

(4.9) 


De 
Dimension p von x wird entsprechend Definition 4.2 festge- 
legt. 


Ein verschiebliches Lager kann in Richtung der linear unab- 


ist die zum Knoten £ gehörige Verknüpfungsmatrix. Die 


hängigen Verschiebungskomponenten den Lastvektor RE aufneh- 

men; es kann in diesen Richtungen keine Kräfte auf den Bau- 

grund übertragen, d.h., es gibt in den Verschiebungsriech- 

tungen keine Lagerreaktionen. 

Die Dimension q von Rt ist gleich der Anzahl der Verschie- 

bungskomponenten am Lager £. Sie hängt von der konstrukti- 

ven Ausbildung des Lagers ab. 

Die Gleichgewichtsbedingungen können dann wie folgt in all- 

gemeiner Form dargestellt werden: 
te st = Re 


(4.10) 


[1% ist eine qxsp -Matrix., Sie muß im Einzelfall aus den 


vorgegebenen Randbedingungen berechnet werden. Fallen die 
linear unabhängigen Verschiebungskomponenten nicht mit den 
globalen Koordinatenrichtungen zusammen, so ist ie so zu 
bestimmen, daß sie eine Örehung von = in die Richtungen 
der linear unabhängigen Verschiebungskomponenten bewirkt. 
Zur Erläuterung geben wir einige Beispiele (Bild 4.9) für 


die Formulierung von Gleichung (4.10). 
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(a) verschiebliches Gelenklager 


Bild 4.9 Knotenkräfte und 


für verschiedene 


Beispiel 4.3: 


(b) schräges Gleitlager 


Knotenlasten 


Lagerformen 


Formulierung der Randbedingungen für verschiebliche Lager 


(a) Verschiebliches Gelenklager nach Bild 4,9 (a): 


Gleichgewicht in x-Richtung: Sr 


Gleichgewicht um die y-Achse: se 


in Matrizenform: 


5 
ı & ol|, 
& 
0 0 1 > 
35 


(b) Schräges Gleitlager nach Bild 


Gleichgewicht in X-Richtung: st 


in Matrizenform: 


[cose -sina ol 


nr wm in? 
wre nr on 


ER 


=; 


4.9 (b): 


58 4 Gleichgewicht von Stabwerken 


4.5 Gelenke 


Bisher wurde davon ausgegangen, daß die Stäbe eines Stab- 
tragwerkes immer biegesteif miteinander verbunden sind. In 
Kapitel 2 wurden jedoch auch Stabtragwerke mit "Gelenken" 
eingeführt. Der Begriff eines Gelenkes kann nunmehr präzi- 
siert werden: 


Definition 4.4: Ein innerer Knotenpunkt, in welchem Randbe- 
dingungen der Stabendkräfte gegeben sind, wird als Gelenk- 
knoten bezeichnet. 


Beispiele der Ausführungsmöglichkeit solcher Gelenkknoten 
sind in Bild 2.3 und Bild 4.10 dargestellt. 


sw 


Bild 4.10 Ausführungsformen allgemeiner Gelenkknoten 
bei ebenen Stabtragwerken 


Die Möglichkeiten zur Ausführung von Gelenkknoten sind 
prinzipiell die gleichen wie für Lager, Auch die Aufstel- 
lung der Gleichgewichtsbedingungen in solchen Knoten ver- 
läuft im Prinzip gleich. 
Nach Definition 4.2 gibt es den zusätzlichen Lastvektor RS, 
Die Dimension q von R9 ist gleich der Anzahl der zusätzli- 
chen Freiheitsgrade der Verschiebung am Gelenk g, 
Damit ist 

(RITEIRIRI... R 1; (4.11) 


Die Randbedingungen der Gelenkknoten können wie folgt dar- 
gestellt werden: 
LI 5 =. (4.12) 
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LI ist eine [gxm'] -Matrix mit linear unabhängigen Zeilen. 
Die Anzahl der Stabendkräfte des Tragwerkes ist m'. Wie bei 
verschieblichen Lagern muß 13 auch bei Gelenkknoten, den 
Randbedingungen entsprechend, für den Einzelfall aufge- 
stellt werden. Zur Erläuterung sind zwei Beispiele aufge- 
führt (Bild 4.11). 


y vr, 
Ca R? og | R3 
R9 


De = 
SL 2 4® Ps rcHee : ) (108% c 
5 


(a) Momentengelenk (b) schräges Kraftgelenk 


Bild 4,11 Randbedingungen für Gelenkknoten 


Beispiel 4.3: 
Formulierung der Randbedingungen für Gelenkknoten (Glei- 
chung (4.12)). 


(a) Momentgelenk nach Bild 4.11 (a) 
Die Gleichgewichtsbedingungen für den Knoten g lauten: 


si. 


U} Il 
2 a 
Ba ([n 
- 0) 


ir 


stil rt, 


(4.13) 


Diese Gleichungen sind in C' bzw. (a'y! bereits enthalten. 
Die Randbedingung für den Gelenkknoten ist entweder 


en 


a (4.14) 
oder 53 - RT. 


Beide Gleichungen kennzeichnen ein Momentengelenk in g. Im 
ersten Fall. greift R} im Stab (1) an, im zweiten im Stab 
&- In der praktischen Berechnung wird durch die konstruk- 
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tive Ausbildung des Gelenks der Angriffspunkt des Moments 
festgelegt. 


(b) Schräges Kraftgelenk nach Bild 4.11 (b) 

Die Gleichgewichtsbedingungen für den Knoten g sind mit de- 
nen des Beispiels 4.3 (a) identisch, 

Die Randbedingung entsprechend Gleichung (4.12) lautet ab- 
hängig von der konstruktiven Ausbildung des Gelenkes entwe- 


der 
R? 
R? 


Für alle Verbindungen der Eiemente untereinander und der 
Elemente mit dem Baugrund können somit die Gleichgewichts- 


sı sina + 5) cosa 


oder sy sina + sy coSua 


bedingungen aufgestellt werden. 
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Zur Darstellung der Gleichgewichtsbedingungen allgemeiner 
Stabwerke mit verschieblichen Lagern und Gelenkknoten fas- 
sen wir zunächst die Lastvektoren und Transformationsmatri- 
zen zusammen: 


Für die Gleichungen (4.9), (4.10) und (4.12) ergibt sich 
dann: 
ES (4.15) 


Mit Gleichung (4.6) erhält man: 
Ce diag tat) ı E= RT, 
Zur Abkürzung der Schreibweise setzen wir 


r 


eg = C diag Katy (4.16) 
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und stellen damit alle Randbedingungen der Stabendkräfte 
durch folgende Gleichgewichtsbedingung dar: 


Bern, (8.17) 


Die Gleichgewichtsbedingungen des Gesamttragwerkes erhält 
man nun, indem man die letzten n„ Gleichungen in (4,8) 


alE=R 
und in (4.4) C' S=R' 


durch die Gleichgewichtsbedingungen (4,17) bzw. (4.15) er- 
setzt. 
Diese vollständigen Gleichgewichtsbedingungen für Stabwerke 
mit verschieblichen Lagern und Gelenkknoten bezeichnen wir 
mit 

T 


ae (4.18) 
und ES=R, (4.19) 
wobei a’ = C diag t(al)Tı . (4.20) 


Der Aufbau von a’ aus den Teilmatrizen ist symbolisch in 
Bild 4.12 dargestellt, Da die letzen n, Zeilen von (a')T 
ersetzt wurden, gilt der folgende 


Satz 4.2: Die Gleichgewichtsmatrix a’ eines Stabwerkes be- 


sitzt genau n Linear unabhängige Zeilenundm>n Spalten. 


Bild 4.12 Symbolische Darstellung der vollständigen 


Gleichgewichtsmatrix 
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Für die praktische Berechnung wird die eingangs gestellte 
Forderung, daß die Randknoten die Knoten mit den größten 
Knotennummern sind, fallengelassen, 

Außerdem ist es nicht notwendig, die Randbedingungen in Ge- 
lenken als letzte Gleichungen in die Gleichgewichtsmatrix 
zu schreiben. In dem folgenden Beispiel soll der Aufbau der 
Gleichgewichtsbedingungen für ein Stabtragwerk mit einem 
Gelenk und einem verschieblichen Lager gezeigt werden. 


Beispiel 4,4: 
Gleichgewichtsbedingungen eines ebenen Stabtragwerkes 


B = 15° 

sin ß = 0,259 
| cos ß = 0,966 
5m yr 60° 


| sin y = 0,866 
cos y = 0,500 


Er 5m —— m m 


Knoten | Koordinaten 
x [m] z 
5 


cos u = (Xp) IE, 


sina= (z,"2,)/8, 
Element | Knoten L; cos a 
£|r |[m} 
0 -1 
i 0 
l 0 


io) 2 |s 
Ob 3|5 
oO) 4 | 2 
O) 5 [5,831|0,514 | 0,857 


Bild 4.13 Ebener Rahmen 


PvnrRne 


ao np_Nn 


0 
0 
5 
7 
10 


Aus dem Elementkatalog (Anhang A3) wählen wir das Stabele- 
ment Typ-b. 
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-c0S a sina 


-sina -cos a 


su BE N er: Ks 5,831 1 
c0oSsa -sina 0,514 -0,857 
sina cos a L 0,857 0,514 
0 0 0 0 
0 -1 0 -1. 0° © =. 0:0 
1 0 0 0 -1 0 0 -1 0 
ee er 
o0 1 0 100 1009 
-1 00 0.10 0160 
00 1 8. 0 00 1 


Berücksichtigung des schrägen Gelenklagers im Knoten 5: 


*T ” 
Aus {a ) erhält man: 


-5 % 4 
Ss] = 0,514 Fj - 0,857 Fa ’ 
=5 4 4 
S2 = 0,857 F, + 0,514 F,„ 
-5 % 

S3 = Fz 


Mit Gleichung (4.10) ergibt sich in Richtung der linear un- 
abhängigen Knotenverschiebungen wie in Beispiel 4.2: 


5 -5 5 
Ri = Sı cosß - 5, sing 


4 y 
(0,514 F} - 0,857 Fy)cosß 


y in 
-(0,857 F1 + 0,514 F,)sing 


y [A 
0,275 Fı -0,961 F, 


=5 4 
und 53 = Fz . 


zo 
» 
H 
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Berücksichtigung des schrägen Kraftgelenkes im Knoten 3: 


Mit Gleichung (4.12) ergibt sich in Richtung der zusätzli- 
chen Knotenverschiebung wie in Beispiel 4.3 (b), wenn das 
Gelenk aus konstruktiven Gründen zum Element ©) gehört 


-3 2 2 
Rı = Sy c0oSy - 55 siny. 
2 
Aus (a jr erhält man als zusätzliche Gleichgewichtsbedin- 


-3 
Rı 


2 u 
F) cosy - F, siny 


2 2 
0,5 Fl, - 0,866 F,. 


Damit können die Gleichgewichtsbedingungen für das Tragwerk 
aufgestellt werden. 


wassus A > 227 > eh 
0 {1} 
3 -l | 
I 
2 1 
+----- =-+---- ------ - 
Gelenk ! 
Er --+ = no 
0 01 -0,514 0,857 
4 10 1 -0,857 -0,514 
[ 
[} 1 [u 5,83] -1 
EBENE BER EEE. 
| 0,275 -0,961 0 
Lager 5 N 
4 ı 0 v 1 
z 
Ei 
3 eiement - © 6) ® ® 


Mit dem in diesem Kapitel beschriebenen Verfahren können 
für alle Stabwerke die Gleichgewichtsbedingungen aufge- 
stellt werden. Unter welchen Bedingungen die Stabendkräfte 
damit bestimmt werden können, wollen wir im folgenden er- 
läutern. 
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4.7 Redundanz eines Stabwerkes 
N a OEL INES, 


Aus der Mechanik /39/ sind der Begriff der Redundanz (sta- 
tischen Unbestimmtheit) und Abzählkriterien zur Festste]- 
lung der Redundanz bekannt, Die Redundanz eines Tragwerkes 
ergibt sich direkt aus der Ordnung nxm der Gleichgewichts- 
matrix a! (Bild 4.12). Es gilt: 


Satz 4.3: Ein Tragwerk ist statisch bestimmt, wenn n=m 18%; 
ein Tragwerk ist statisch unbestimmt, wenn n<m ist; ein 
Tragwerk ist kinematisch verschieblich, wenn n>m ist, 


Für n=m, d.h., wenn das Tragwerk statisch bestimmt ist, 
können wir das Gleichungssystem al E = R lösen, Die Stab- 
endkräfte und damit die Schnittgrößen können allein mit den 
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden, 


In der Literatur findet man oft eine Unterscheidung in 
äußerliche und innerliche Statische Bestimmtheit. 

Ein Tragwerk ist äußerlich statisch bestimmt, wenn die La- 
gerreaktionen alleine mit den 3 (6) GSleichgewichtsbedingun- 
gen der Ebene (des Raumes) berechnet werden können. 

Der Begriff der inneren statischen Bestimmtheit eines sta- 
tisch unbestimmten Tragwerkes sagt aus, daß eine statisch 
unbestimmte Lagerung vorliegt, 

Oft findet man auch den Begriff der Wertigkeit eines La- 
gers. Unter der Wertigkeit eines Lagers versteht man die 
Anzahl der durch das Lager behinderten Verschiebungen. 


4.8 Schnittgrößen statisch bestimmter Stabwerke 
—_— 220027000 er Sstabwerke 


Bei statisch bestimmten Stabwerken ist die Gleichgewichts- 
matrix a! quadratisch und niohtsingulär, d.h, es existiert 
die Inverse Galy =, Die linear unabhängigen Stabendkräfte F 
können mit dem Gauß'schen Algorithmus (siehe Anhang A2.1) 
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berechnet werden. 


Sind die linear unabhängigen Stabendkräfte F aus der Lösung 
des linearen Gleichungssystems (4.18) bekannt, können die 
Vektoren der Stabendkräfte 5 in lokalen Koordinaten ele- 
mentweise mit Gleichung (3.3) berechnet werden, Die 
Schnittgrößen ergeben sich aus den Stabendkräften durch 
(vgl. Definition 3.2): 


Definition 4.5: Die Schnittgrößen am rechten Stabende (r) 
sind die Stabendkräfte am rechten Stabende,; die Schnitt- 
größen am Linken Stabende (L) sind die negativen Stabend- 
kräfte am linken Stabende, 


Bei Fachwerken ist die Ermittlung der Schnittgrößen einfa- 
cher, Mit Gleichung (3.2) ergibt sich, daß die Normalkraft 
N in jedem Stab mit der linear unabhängigen Stabendkraft 
identisch ist. Die Transformation nach Gleichung (3.3) ist 
somit überflüssig. 


Bei ebenen Stabtragwerken stellt man die Schnittgrößen gra- 
phisch durch die sogenannten Zustandslinien dar. Da wir 
vorläufig nur unbelastete Elemente betrachten, sind die 
Normalkraft N und die Querkraft Q in jedem Element kon- 
stant, und das Biegemoment M ist linear veränderlich. Einen 
Überblick über die erforderlichen Einzelschritte gibt die 
folgende 


Zusammenfassung der Berechnung der Schnittgrößen statisch 
bestimmter Stabwerke 
(1) Numerierung der Knoten und Elemente; 
(2) Aufstellen der Koordinaten- und Verknüpfungstafel; 
(3) Festlegung der Elementtypen entsprechend Anhang A3; 
(4) Zusammenstellung der Gleichgewichtsmatrizen (alyT; 
(5) Zusammenbau der Gleichgewichtsmatrizen der Elemente 
zur Gleichgewichtsmatrix a unter Berücksichtigung der 
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Randbedingungen; 

(6) Lösung des Gleichungssystems FR EF=R; 

(7) Berechnung von 5! = 1! F}; 

(8) Umkehr der Vorzeichen am linken Stabende, bei ebenen 
Stabtragwerken graphische Darstellung der Schnittgrö- 


Ben, 


An einem Beispiel (Bild 4,14) soll nun die Ermittlung der 
Zustandslinien eines einfachen Rahmens gezeigt werden. 


Beispiel 4.5: 


cos a = xx) /E, 


sina = (z,72,) 1/8, 


zum — im — — im —| 


Bild 4,14 Rahmen 


Koordinatentafel Verknüpfungstafel 


4 
6 
4 
4 


Knoten 


112 
2.|.3 
3/4 
4|5 


©) 
©) 
® 
® 
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Elementgleichgewichtsmatrizaen (für die Elemente ©) 5 a) 
und oO) wird Stabelement Typ-b gewählt). 


0-10 1.0 100 vo ı0 
a u) 0 -0,5 0-10 100 
BEN a Un DA Se en 
oı 10 1 10 
100 00,5 o 120 ı 00 
oo\1 02 0 a oo1ı 


2 3 
-2 
23 

3 6,5 
Sl 

{0} 

4 3 
_ı 

5 Ü 

A 0 

3 

E Element > ©) 


Für die Lösung des Gleichungssystems verwenden wir das Ma- 
trizeninterpretationssystem SMIS /37/. 

bie Eingabe ist im folgenden zusammengestellt: 

LOAD Fi = AT N1 = 11 N2 = 11 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix al 
LOAD FL=R Ni = 11 N2 = 1 


Es folgen die Elemente des Vektors R. 
SOLVE Fl = AT F2=R 
PRINT FI=R 
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Es werden die linear unabhängigen Stabendkräfte ausgegeben: 


FT 


= [-6,5 ı -g!o lo -3 2! oo}. 


Kräftetransformationgmatrizen 


Schnittgrößen am linken und rechten Stabende 
[kN, kim]) 


Element: (©) 9) ® @ 


N,| [6,5 n,| lo no N,| [-6 
% 1 9,| 13,5 Q,| |-3 9,’ |o 
"| | -13 “| |-7 ",| Iıa n,| | 0 
„| 1845 n.|[ö N." N." |=6 
Q. 1 Q„| 13,5 a.| |-3 9.1 | o 
"11-9 ".| 114 “|| 2 "| | 0 


Die Zustandslinien sind in Bild 4.15 graphisch dargestellt. 
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eb) 
o ® 
[e) 
30 
ON Om 
Bild 4.15 Zustandslinien 

Aufgaben: 

4.1 Man stelle für die in Aufgabe 2,1 und 2.2 dargestellten 
Systeme die Gleichgewichtsmatrix a’ auf, Der Grad der 
statischen Unbestimmtheit ist jeweils anzugeben. Für 
die statisch bestimmten Systeme sind die Schnittgrößen 
zu ermitteln, 

4.2 Man stelle für die abgebildeten Stabtragwerke die 


Gleichgewichtsmatrix auf. Bei Aufgabe (a) verwende man 
einmal Stabelement Typ-a und einmal Stabelement Typ-b. 
Bei Aufgabe (b) ermittle man die Schnittgrößen. 


(a) (6) 
1 ® 
Io 
Iye 
enges — ea len | 


Aufgaben a 


4.3 Für den abgebildeten Kragarm stelle man die Gleichge- 

wichtsmatrix auf. Die Elemente sollen einmal Träger- 
rost- und einmal räumliche Stabelemente sein. Wie darf 
der Kragarm belastet werden, damit man ihn wie einen 


Trägerrost berechnen kann? 


1 ©) A 
4 ® ne = 
2 a 4 > 
— 5 —— 


m 
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5 Flexibilitätsmatrizen und Verformungen 
statisch bestimmter Stabwerke 


Für die Berechnung der Verformungen eines Tragwerkes müssen 
die Materialeigenschaften aller Elemente bekannt sein. Die 
Materialeigenschaften werden durch das Materialgesetz be- 
schrieben. Im folgenden wird ein linear-elastischer, homo- 
gener und isptroper Werkstoff vorausgesetzt, für den das 
Hooke'sche Gesetz gilt: 


oe=Ee, E>0, (5.1) 


d.h,, in einem idealen, einachsigen Zugversuch sind die 
Spannungen co proportional zu den Dehnungen e. Der Propor- 
tionalitätsfaktor ist der Elastizitätsmodul E. 

Vie Schubspannungen x sind mit G als Gleit- oder Schubmodul 
proportional zur Gleitung y: 


=-Gay. (5.2) 


Schubmodul und Elastizitätsmodul sind über die Querdehn- 
zahl „ miteinander gekoppelt: 


= E = 26(l4n) .» (5.3) 


les weiteren werden die grundlegenden Annahmen der Balken- 
biegelehre und der Torsionstheorie als bekannt vorausge- 
setzt (siehe z.B. /39/). 

Die Berechnung der Verformungsbeziehungen erfolgt beispiel- 
haft für zwei Stabelemente auf verschiedenen Wegen, und 
zwar durch Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit und 
durch Integration der Differentialgleichungen der Balken- 
theorie. 

Die Ableitung für andere Elementtypen ist analog; die Er- 
gebnisse sind im Anhang A3 zusammengestellt. 
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5.1 Verformungsgrößen eines Stabelementes 
ee Dr nn er EEE 


Jeder Kraftgröße eines Stabelementes wird eine Verformungs- 
größe zugeordnet, so daß das Skalarprodukt der Kraft- und 
Verformungsgrößen - die Arbeit - gebildet werden kann: 

Die zu Kraftgrößenkomponenten korrespondierenden Komponen- 
ten der Verformungsgrößen sind in demselben Knotenpunkt de- 
finiert und besitzen dieselbe Wirkungsrichtung. 

Dies ist beispielhaft am Stabelement in Bild 5.1 skizziert. 


Stabelement Typ-a Stabelement Typ-b 
Kraftgrößen 
5 RR 
£ r £ r 
—e 
F F 
F, F, 


korrespondierende Verformungsgrößen 
3 v3 
—— ne 43 — 
(- ) 4 | ) v 
Y “ 


Bild 5,1 Verformungsgrößen eines ebenen Stabelementes 


Die Verformungsgrößen werden wie folgt bezeichnet: 
Y.: linear unabhängige Elementverformungen, 
“4 : Stabendverformungen in lokalen Koordinaten, 


‘u : Stabendverformungen in globalen Koordinaten. 


Im Gesamttragwerk entsprechen den Verformungsgrößen Yv u 
und u die Kraftgrößen F, 5 und S. j 
Zwischen den linear unabhängigen Stabendkräften F' und den 
zugehörigen Verformungen v besteht aufgrund des Hooke- 
schen Gesetzes eine umkehrbar eindeutige Zuordnung: 

eier El. (5.4) 


Die Flexibilitätsmatrix £' ist eine quadratische, nicht- 
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singuläre Matrix, deren Kantenlänge der Dimension von [2 
entspricht. 


Die Berechnung der Komponenten von # wird zunächst auf der 
Grundlage des Prinzips der virtuellen Arbeit /39/ darge- 
stellt, 
Für die j-te Zeile von (5.4) erhält man; 

i 


vi = eh Fi fl2 ec fl, Fi j {5,8) 


Hierbei ist n die Dimension von Ei 
f! jk ist die j-te Verformungskomponente v; für eine Ein- 
heiksbelastung 


Fl = 1 und F} =0 fürallejtk. 


Die Stabendkräfte E werden dabei als äußere Kräfte be- 
trachtet, die ein Gleichgewichtssystem bilden (Kapitel 3). 
Das Prinzip der virtuellen Arbeit kann wie folgt angewendet 
werden: Die Arbeit einer gedachten Belastung (virtuellen 
Kraft) FL = l an der Verformung fir ist gleich der im Ele- 
ment gespeicherten virtuellen Formänderungsarbeit ul. Damit 
gilt ne 

fik PL = N; = Br (5.6) 
wegen Fi = 1. 
Wir fassen diese Aussage zusammen in 


Satz 5.1: Die Komponenten fi sk der Flexibilitätsmatrix f 
sind gleich der im Element ©’ gespeicherten Formänderungs- 
energie unter der Belastung Er = 1 und einer virtuellen Be- 
lastung # SER 


Die Berechnung der Flexibilitätsmatrix wird im folgenden 
für das räumliche Stabelement durchgeführt. 


Beispiel 5.1: . . 
Die Stabendkräfte FE sind mit den Verformungen v in Bild 
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5.2 dargestellt. Der Kopfzeiger i für das Element ©) ist 
im Bild und im folgenden Text zur Vereinfachung der 
Schreibweise weggelassen. 


Farm A, Y 


DE AERNG 


Pe Y BW 


Fi Vs 
| 


Bild 5.2 Statisch bestimmt gelagertes räuml. Stabelement 


Die Komponenten Fi; des Kraftvektors sind die tatsächlich 
vorhandenen, äußeren Kräfte am statisch bestimmt gelagerten 
Element (vgl. Kapitel 3). 

Die Schnittgrößen infolge = = 1 als Funktionen der lokalen 
Elementkoordinaten sind N(X), 0,09, ,m: MX)» MR) 
und M, (X): 


Aus Fj = 1 folgt N(X) 


x 
_ 
n " 
u 
“ 
[3 
= 
e% 
= 
N 
m 
x 
_ 
n 
> 
I 
I 
» 


u 
1 
> 
+ 
> 

“ 


Fa=l oo... 0,0%) = 1 und M,(X) (5.7) 


Für virtuelle Kräfte Bi; = 1 erhält man gleich große 
Schnittgrößen; zur Unterscheidung werden diese Schnitt- 
größen mit einem Dach * gekennzeichnet. Die Formänderungs- 
energie des Stabelementes mit konstantem Querschnitt unter 
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der Belastung Fi, = 1 und Fr = l ergibt sich zu (vgl. /39/, 
2. Bd., Seite 193 ff) 


12 SE SEE u an 
. - pala) eg 2,9Q,1R Fr 9,9, KR) 2 
jk EA y GA 2 GA 
0 i j ö (5.8) 
MÄR) MC, N, MN, ler 
Sl, EL, EI, 


Hierbei ist 

die Querschnittsfläche, 

der St, Venant'sche Drillwiderstand, 

das Flächenträgheitsmoment um die y-Achse, 

das Flächenträgheitsmoment um die z-Achse, 

der Elastizitätsmodul, 

der Gleitmodul, 

der Korrekturfaktor zur Erfassung der 

Schubdeformationen in Y-Richtung und 

«, der Korrekturfaktor zur Erfassung der 
Schubdeformationen in Z-Richtung. 


Die Korrekturfaktoren « zur Erfassung der Schubdeforma- 
tionen sind für verschiedene Querschnittsformen in Tafel 
5.1 zusammengestellt; Kz ist entsprechend festgelegt. 


Querschnittsform 


I (Normal) 
L (Breitflansch) 


T 
L 


Tafel 5,1 
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Durch Einsetzen von (5.7) in (5.8) und Berechnung der Inte- 
grale erhält man: 


fıı = 2/(EA) » fıa = fız = fıy = fıs = fig 


n 
oO 
“ 


3 
f22 = «„e/(6A) + EL /(3El,) 5 fas = au = fas 


u 
oO 
- 


2 
fa =t /(2El,) N 


u 
oa 
. 


3 
Paz = Rn L/(GA) HL BEI)» Fau = fa 
2 
fas = E /(ZEI,) 
fuy = &/(61-) » fus a fu 0, 
fss = t/(EL,) ’ fig -=0 ’ 
fos = L/(EL,) » 


Damit sind die Elemente der Flexibilitätsmatrix bekannt: 


vı Li(ER)) 0 | N) Io I o | [) Fi 
leesge. ET EI EN WARE DORLTe ER 

v2 In a/{SA) + EO/LBEN I f) a 0 12 /2EL,)| |Fz 
ren +-----43---4- 4402-45 

v3 IK zt/{6A) +8 F3EL,)ı D I-£ /ZEL,)I 0 Fa 
- Deren a En 

Yy symmetrisc j t 1 % 

isch Bas 0 u 0 F 

v5 I EL) 0 Fs 
\ D.astese, +- —-- 

L/tEl F 

vs (5.9) f (El,) 6 


Die Symmetrie von g! ist aus der Vertauschbarkeit der In- 
dizes j und k in (5.8) ersichtlich. Es gilt (siehe auch Ab- 
schnitt 8.2): i 
i ; 
fe Fi, (5.10) 


In den Lehrbüchern der Baustatik werden die Elemente Fk 
üblicherweise als Verschiebungsgrößen ($,,-Zahlen) bezeich- 
net /2B/. 


Im allgemeinen ist bei schlanken Stäben 


x,/(GA) << ertsei,) und x,/(GA) << ee, . 
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In diesen Fällen kann der Einfluß der Querkraft auf die 
Verformungen vernachlässigt werden, In (5.9) wird dann 
Ky =0 oder/und K.= 0 gesetzt. 

Der zweite Weg zur Berechnung der Komponenten der Flexibi- 
litätsmatrix geht aus von den Differentialgleichungen des 
Balkens für Biegung mit Querkraft und Normalkraft und von 
der Differentialgleichung der St. Venant'schen Torsion, 

Den Schnittgrößen werden in den Elementen die Verformungen 
als Funktionen der Stabachse % zugeordnet. Zur Normalkraft 
N(X) korrespondiert die Längenänderung u,(X), zu a,R) die 
Durchbiegung vr) in y-Richtung, zu Q,(%) die Durchbiegung 
w(X) in 7Z-Richtung, zu M.(X) die Verdrillung 3, um die 
X-Achse, zu MR die Verdrehung 9, um die y-Achse und 
zu M,(X) die Verdrehung v,%) um die Z-Achse , 

Die Durchbiegungen “, und Ww, werden als Summe der Einzel- 
durchbiegungen infolge von Querkraft ng Wzg) und Biege- 
moment (wym» wm) dargestellt: 


NO N 


y yM 


+ Ww 


= 
[1 


w 


z z0 zM * 


Die Verdrillung erfolgt um die Schubmittelpunktsachse, 
Die linear unabhängigen Elementverformungen v; sind die 
Stützstelilen (Randwerte) der Verformungen des Elementes. 


Für diese Verformungen sind die vollständigen Differential- 

gleichungen mit den Vereinbarungen (...)' = Ile) und 
dx 

(ED ar lu) für konstante Querschnitte im folgenden 


angegeben: 


N(X)/LER) ; 
a, /LEA) 5 


Längenänderung u„: u,(%) 


Durchbiegung wyg WR) 


5.1 Verformungsgrößen eines Stabelementes 79 


Durchbiegung wg LEE) = x,0, X) / (6A) i 

MARCEL) 5 
=N,OO/LEL,) 3 
Durchbiegung Wu: wunlR) = M,OX)/EL,) ; 
Verdrehung w : 9,0%) = wu(X) 5 


Verdrillung $, : 3%) TEN 


Durchbiegung Wi: wu) 


Verdrehung 9, PD ET» 


Mit den Schnittgrößen infolge ei Fi PEERN Fl aus Beispiel 
5.1 ergibt sich durch Integration der Differentialgleichun- 
gen die in Beispiel 5.1 berechnete Flexibilitätsmatrix, 
Dies wird im folgenden an einem Beispiel gezeigt. 


IE ae ae 
2 Va = F}.v3 
+ (nm 
F, hz 0) Br Fvı 
i 1 
I -IR+F,)tH, IR +FtE 


Bild 5.3 Ebenes Stabelement Typ-a 


Beispiel 5.2: 

Für das in Bild 5.3 dargestellte ebene Stabelement ist die 
Flexibilitätsmatrix für Ky®rz- O mit den Differentialglei- 
chungen der Balkentheorie zu bestimmen, 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich die Schnitt- 
größen (zur Abkürzung £ = 2): 


N(x) = F} und 
MX) = -Fa+(Fa+Fg)R/R . 


Die Differentialgleichungen für den ebenen Balken sind 


ux(%) Fı/(EA) und 


ws.(R) 


(Fa-tFa+Fs)R/R)/CEL,) 5 
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mit den Randbedingungen 
u,(0) 
w,(0) 
w(k) 


Il 
oO 
“ 


u 
oO 


und 


1 
oO 


Durch Integration der Differentialgleichungen ergeben sich 
mit diesen Randbedingungen die Funktionen für die Längenän- 
derung und die Durchbiegung: 


u,(X) = FıX/(EA) , 
WR) = (FaRÜI2-(Fa+Fz)R /(6L)-FZER/IHFZER/6)/ (EI) r 
w(x) = (FaR- (FarFa)R"/2E)-Fa&/3HFs2/6)/(EI,) 


Durch Einsetzen der Koordinaten der Randpunkte erhält man: 


Vı = u,(£) = Fi£/(EA) D 
v2 = -w,(0) = (F22/3-Fat/6)/{EL,) » 
v3 = -w,(k) = (-Fa&/6+F32/3)/(EL,) % 


Diese Gleichungen werden in Matrizenform zusammengefaßt: 


vi L/KEA) 0 0 Fı 
v2| = 0 E/L3EL,) -2/(6EL,)| |Fa 
v3 0 -L/t6EL,) /(3E1,)| |Fa 


Damit ist die Flexibilitätsmatrix bekannt. 
Mit demselben Verfahren können die im Anhang A3 zusammenge- 
stellten Flexibilitätsmatrizen ermittelt werden. 


5.2 Grundsätzliche Verformungsbeziehungen 


Das Prinzip der virtuellen Arbeiten gilt für ein Element 
des Tragwerkes; es gilt aber auch für das gesamte Tragwerk. 
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Für virtuelle innere Kräfte F und virtuelle äußere Kräfte R 
erhält man: 


Eiv=Rr. 


Durch Einsetzen der Gleichgewichtsbedingungen (4,18) folgt: 


oder F 
Für die virtuellen Kräfte gilt 


0: 


Deshalb ergibt sich für die Verformungen 
v=sar. (5.12) 


Durch Vergleich mit (4.18) 
T 


aaa E 

erkennt man, daß sich Kraft- und Verformungsgrößen auf spe- 
zielle Weise transformieren. Dieses Transformationsverhal- 
ten bezeichnet man als kontragredient. 

Die beziehung (5.12) zwischen Knotenverformungen r und 1i- 
near unabhängigen Elementverformungen Y bezeichnet man als 
kinematische Verträglichkeit. 

Analog lassen sich mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit 
die Transformationen von U-=v,u>1, u>vundr- u zei- 


gen; 
aus. (a, IE VE oe ec, ein 
ae is a a eu ger) 
(0 de es an 


as 8,2, u are, (5.16) 
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5.3 Verformungen statisch bestimmter Stabwerke 


Bei statisch bestimmten Tragwerken ist die Gleichgewichts- 
matrix a! quadratisch und nichtsingulär (siehe Abschnitt 
4.8). Deshalb können die Stabendkräfte F aus den Gleichge- 
wichtsbedingungen berechnet werden. Gleichung (5.4) gilt 
nur für ein Element; als Kraft - Verformungsbeziehungen für 
das Gesamttragwerk erhält man: 


u: (5.17) 


mit  f=diag {fr}. (5.18) 


Durch Einsetzen von (5.12) ergibt sich: 
ar=-fF. (5.19) 


Damit lassen sich die Knotenverformungen r statisch be- 
stimmter Systeme berechnen: 


ae 
Die Stabkräfte F sind hierbei die Lösung von (4.18). 


Beispiel 5.3: 
Für den in Bild 5.4 dargestellten Rahmen sollen die Verfor- 
mungen der Knoten berechnet werden, 


Flächenträgheits- 
moment 
een 

y 
Querschnitts- 
fläche 


2 
A = 0,012 m 


SISSEIZ EA EmSdul 
8 
E = 2,1-10 kN/m 


kin um lau: um 


Bild 5.4 Rahmen 


5.3 Verformungen statisch bestimmter Stabwerke 83 


Die Schnittgrößen des Rahmens sind aus Beispiel 4.5 be- 
kannt. 
Wir übernehmen die Gleichgewichtsmatrix aus diesem Bei- 
spiel: 


Mit dem Lastvektor (Bild 5.4) 
R'=[ı 3 -210 6,5 080 3 2io 0] 
ergibt die Lösung der Gleichgewichtsgleichungen: 
E=[-5 1 lo io a 2! 00]. 


Die Stabelemente OD, ©) und ©) sind vom Typ-b (Beispiel 
4,5); Element (@) hat im Innern ein Gelenk. Die Flexibili- 
tätsmatrizen dieser Elemente werden dem Anhang A3 entnom- 
men: 


1,5873 0 0 
1 3 4 -6 
f-£e=f-) 0 338,6243 -126,9841 
0 -126,9841 63,492] 
R 2,3810 0 
8. #107 


0 95,2381 
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f = diag {f'}.. 


Für die Lösung des Gleichungssystems (5.19) ar=fFver- 
wenden wir das Matrizeninterpretationssystem SMIS /37/. 

Die Eingabe sieht folgendermaßen aus: 

LOAD FL=SAT NI=S11 N = 11 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix a"; 


LOAD FlI=KF NI=ı1 N=1l 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix f. 
LOAD RI.=4F N =11 N2= 1 


Es folgen die Elemente des Vektors F. 

MULT Fl=KF F2=F F3 = FF 

Das Ergebnis der Multiplikation Ef F wird in FF gespeichert. 
TRANS FL =AT F2=A 

Die Matrix a’ wird transponiert und in A gespeichert. 

SOLVE Fl =A F2 = FF 

PRINT Fl = FF 


Es werden die Knotenverformungen r ausgegeben: 


148,148 By, 
1,032 r2, 
-69,841 95 
ren = 
200,992 ra, 
v=| 18,2681 «10° = 16; Dimension [rad, m]. 
Free Fr 
0,952 Piz 
69,058 9 
B2a.78 | 


69,058 95 
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Die Verfaormungsfigur kann damit qualitativ gezeichnet wer- 
den; sie ist in Bild 5.5 dargestellt. 


a "22 GL } ER "iz N 
} "3x 


r 
r 


4x 
2x |f 


Os 
— 15x 


Bild 5.5 Qualitative Verformungsfigur 


5.4 Ermittlung der Biegelinie aus den Knotenverformungen 
a ee er a aa a I Pe BET ar REES IR rl SINN 


Benötigt man die Verformungen nicht nur in den Knotenpunk- 
ten des Tragwerkes, sondern als Funktion der lokalen Koor- 
dinaten X, so ist die Biegelinie zu berechnen. 

Alle Elemente sind zwischen den Knoten unbelastet; die Bie- 
gelinie eines Elementes ist deshalb eine Funktion dritter 
Ordnung von X, 

In Bild 5.6 ist die Biegelinie eines ebenen Stabelementes 
dargestellt. Der Einfluß der Normalverformungen wird in der 
elementaren Balkenbiegelehre vernachlässigt. 


Bild 5.6 Element mit Stabendverformungen 


Die Biegelinie für ein unbelastetes Stabelement ist mit der 
Vereinbarung w,(X) = w(X): 


wi —;3 2 en 
w(xX) = CR + 09% + C3X tl, (5.20) 


Cıs 22.5 Cu = konstant. 
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Mit den Randbedingungen 


w(0) = 42» wee,) =Us , 

” = (521. 
-w'(0) = ug und w'(t,) = Ug 

ergeben sich die Konstanten C,, Ca, Cz3 und C, zu: 

SZ z = — 3 
Cı = (2(ü2 =» Us) - (U; + us)e;)/k, ’ 
Ca = (Us = V,)/(28,) Fi 1,5 Cı t; F} 

u (5.22) 

Cz = U; 5, 
u. 


Die Elementverformungen U,, Us3, Us; und U; werden mit Glei- 
chung (5.16) und (5.14) aus den Knotenverformungen berech- 
net, Die Verformungen in Stablängsachse werden für die 
Funktion der Biegelinie vernachlässigt, sie gehen allein 
als Anfangs- und Endwerte der lokalen Koordinaten X ein. 
Für andere Elemente lassen sich die Biegelinien analog ab- 
leiten. 


Beispiel 5.4: 

Für das in Beispiel 4.5 und 5.3 berechnete Rahmentragwerk 
soll die Biegelinie im Element ©) aus den Knotenverformun- 
gen berechnet werden. 


Die Elementverformungen in lokalen Koordinaten werden aus 
den Knotenverformungen berechnet: 


3 3 


U, = 0; U = 0; Us = 1,481-10 °” und Ug = -0,698-10°°, 
Die Konstanten C, bis C, ergeben sich aus (5.22) zu: 


Cı = (-2-1,481-10”° + 0,698-10"°.4)/64 = -0,2656-10”°, 


C, = 0,698-10”?/8 + 0,2656-10”°-4-1,5 = 0,1032-10°°, 


Damit erhält man die Biegelinie: 


= BEE: | = 
wı(X) = (-0,2656 X + 10,32 X )10° [m]. 


für die Elemente mit Gelenk im Innern gelten die Gleichun- 
gen (5.20) bis (5.22) nicht. Die Biegelinie kann jedoch mit 
der zusätzlichen Bedingung, daß das Moment im Gelenk Null 
ist, berechnet werden. 


Aufgaben: 


5.1 Für ein Fachwerkelement und ein Stabelement mit Gelenk 
im Innern sind die Flexibilitätsmatrizen nach einem der 
in Abschnitt 5.1 beschriebenen Verfahren zu berechnen 
und mit den im Anhang A3 angegebenen Matrizen zu ver- 
gleichen. 

5.2 Für ein Stabelement mit Querkraftgelenk im Innern be- 
rechne man die Elementflexibilitätsmatrix (siehe Aufga- 
be 3.2). 

5.3 Für das dargestellte Rahmensystem berechne man die Kno- 
tenverformungen und stelle qualitativ die Verformungs- 
figur dar (siehe Aufgabe 4.2 (b)). 


3 2 
EI = 5:10 kNm 


6 
EA = 10 kN 
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5.4 Für das Stabelement mit Momentengelenk im Innern ist 
die Funktion der Biegelinie aufzustellen. 


Die Momentenbedingung lautet: 


M(X=a) = -EI,w"(R=a) = 0 
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6 Das Weggrößenverfahren 


Mit den Matrizengleichungen der vorangehenden Kapitel wird 
im folgenden eine eindeutige, lineare Gleichung zur Berech- 
nung der Knotenverformungen (Weggrößen) aus den Knotenla- 
sten abgeleitet. Diese Gleichung ist die Grundgleichung des 
Weggrößenverfahrens (Verschiebungsmethode); sie gilt für 
allgemeine Tragwerke. 

Das Verfahren wird als Weggrößenverfahren bezeichnet, weil 
zuerst die unbekannten Weggrößen berechnet werden, In einem 
zweiten Schritt folgt dann die Berechnung der unbekannten 
Kraftgrößen, 


6.1 Die Grundgleichung des Weggrößenverfahrens 
ee ea Fer EI EN IIFRBEIPRET ERSTE EINS, 


Die Ausgangsgleichung für die Darstellung des Weggrößenver- 
fahrens ist die Bestimmungsgleichung für die Verformungen 
eines Elementes OD: (5.4): 


y = gi Ei 


Die Flexibilitätsmatrix ?) ist eine nichtsinguläre Matrix, 
d.h. es gilt auch die inverse Beziehung: 


EN; (6.1) 
I ae 
mit K=-(f) . 


K wird als reduzierte Elementsteifigkeitsmatrix bezeich- 
net. Die reduzierten Elementsteifigkeitsmatrizen für die 
bisher eingeführten Stabelemente sind im Anhang A3 zusam- 
mengestellt. Die Matrix Kr ist nichtsingulär ("reduziert"), 
Bei allgemeinen Tragwerken ist es üblich, von der vollstän- 
digen (singulären) Elementsteifigkeitsmatrix K auszugehen, 
die über die Formänderungsarbeit eines Elementes mit dem 
Satz von Castigliano /39/ abgeleitet werden kann. Diesen 
Weg werden wir an späterer Stelle (Kapitel 13) darstellen, 
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Zur weiteren Ableitung des Weggrößenverfahrens wird (6.1) 
für das Gesamtsystem formuliert: 


EEK (6.2) 
. BR i 
mit Kr = diag tk.} 2 


F ist der aus E! gebildete Vektor aller linear unabhängigen 
Stabendkräfte, v sind die zugehörigen Elementverformungen 
und Kr ist die aus Kr gebildete, symmetrische Diagonalma- 
trix der Elementsteifigkeiten, 

Die Gleichung (6.2) beschreibt das Elastizitätsgesetz der 
Elemente des Tragwerkes, sie ist umkehrbar eindeutig 
{nichtsingulär), 

Die zweite wesentliche Gleichung ist die kinematische Ver- 
träglichkeit (5.12) von Knoten- und Elementverformungen 


Are 0 
Durch Einsetzen dieser Gleichung in (6.2) erhält man: 
Ba dt u 


Diese Gleichung wird an späterer Stelle für die Berechnung 
der Stabendkräfte F aus den Knotenverformungen r benötigt. 
Die linear unabhängigen Stabendkräfte müssen die Gleichge- 
wichtsbedingungen (4.18) 


erfüllen. Die Grundgleichung des Weggrößenverfahrene erhält 
man durch Einsetzen von Gleichung (6.3) in die Gleichge- 
wichtsbedingungen: 

aan (6.4) 


Zur Abkürzung der Schreibweise setzt man üblicherweise 


a=K (6.5) 
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und erhält damit für die Grundgleichung: 
KreR. (6.6) 


K ist die Steifigkeitsmatrix des Gesamttraguwerkes (Gesamt- 
steifigkeitsmatrix). Aufgrund der Symmetrie von Kr ergibt 
sich eine symmetrische Steifigkeitsmatrix K. Gleichung 
(6.6) ist eine eindeutige Beziehung zwischen den unbekann- 
ten Knotenverformungen und den bekannten Knotenlasten, d.h. 
unabhängig von der Redundanz des Tragwerkes erhält man die 
unbekannten Knotenverformungen r als Lösung des linearen 
Gleichungssystemes (6.6). Für das Lösungsverfahren selbst 
sind einige Vorüberlegungen erforderlich. 

Die Flexibilitätsmatrizen FE) und die reduzierten Steifig- 
keitsmatrizen kl sind positiv definit /95/. Die Gleichge- 
wichtsmatrix a’ besitzt jinear unabhängige Zeilen. Aus die- 
sen beiden Eigenschaften folgt (siehe /95/, Seite 130), daß 
auch das Produkt 


k,a, 


Ant, 


und damit die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, positiv definit 
ist. 

Damit kann die Grundgleichung des Weggrößenverfahrens mit 
dem Verfahren von Cholesky (Anhang A2.1), das eine positiv 
definite Koeffizientenmatrix voraussetzt, gelöst werden, 
Bei diesem Verfahren wird die Steifigkeitsmatrix K zunächst 
als Produkt einer unteren und einer oberen Dreiecksmatrix 
dargestellt (Dreieckszerlegung), Dieser erste Schritt des 
Cholesky-Verfahrens erfordert den größten Anteil an Rechen- 
aufwand bei der Lösung des Gleichungssystemes. In einem 
zweiten Schritt wird die Lösung auf der Grundlage der Drei- 
eckszerlegung mit relativ geringem Aufwand berechnet (Vor- 
wärtseinsetzen/Rückwärtseinsetzen). 

Dies bedeutet aber, daß erst im zweiten Schritt des Lö- 
sungsverfahrens die rechte Seite R benötigt wird. Das Ver- 
fahren ist damit besonders gut geeignet für Gleichungssy- 
steme mit mehreren rechten Seiten, d.h. insbesondere auch 
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für die Lösung der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens 
für mehrere Lastvektoren R (mehrere Lastfälle). 

Da sich das Tragwerk in allen Größen linear verhält (siehe 
Abschnitt 3.1 und Kapitel 5), gilt das Superpositionsprin- 
zip: 


Satz 6.1: In einem Linearen Tragwerk sind alle Kraft- und 
Verformungsgrößen linear von der Belastung abhängig. 
Die Summe der Schnittgrößen (Verformungen) infolge mehrerer 
einzelner Lastfälle ist gleich den Schnittgrößen (Verfor- 
mungen), die unter der Summe der Lastfälle entstehen, 


Dieser Sachverhalt ist in Bild 6.1 angedeutet. 


| 
Bild 6.1 Superpositionsprinzip (lineare Tragwerke) 


Das Superpositionsprinzip kann auch bei der Lösung der 
Gleichgewichtsbedingungen (4.18) angewendet werden. 
Mit r als Lösung der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens 
können die linear unabhängigen Stabendkräfte F berechnet 
werden. Mit der Lösung r ergibt sich (vgl. (6.3)): 


E=sk.ar. 


Den Vektor der vollständigen Stabendkräfte g1 erhält man 
damit’ aus (3.3) zu: . b 
S- TE. 


Die Stabendkräfte sind die Grundlage der Spannungsnachweise 
für die Elemente: An einem unbelasteten Element stimmen sie 
am "rechten" Stabende mit den Schnittgrößen überein, am 
"linken" Stabende sind die Stabendgrößen die negativen 
Schnittgrößen (Definition 4.5). 
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Die Berechnung eines Stabtragwerkes nach dem Weggrößenver- 
fahren ist damit vollständig beschrieben, Einen Überblick 
über die erforderlichen Einzelschritte gibt die fotgende 
Zusammenfassung der Bereehnung nach dem Weggrößenverfahren: 

{1} Besetzung der Gleichgewichtsmatrix a 

(2) Besetzung der reduzierten IRRE TREE kr 

(3) Berechnung der Matrizenprodukte kn a und ae Ei R =K; 

(4) Dreieckszerlegung von K (Ehntesky); 

(5) Besetzung des Lastvektors R; 

(6) Berechnung der Lösung rvonKr = R (Cholesky); 

(7) Berechnung von F = Kr ar; Ne 

(8) Berechnung der Stäbendkräftk sı = 1 E 
Für den ersten Lastfall R müssen alle Einzelschritte der 
Berechnung von (1) bis (8) durchgeführt werden, für zusätz- 
liche Lastfälle wird bei B Ba 
Die Elementmatrizen (e Wr Re und z) sind für jedes Element 
im Anhang A3 lsanmanneste) ie. Für den Aufbau der Matrizen 
für das gesamte Tragwerk verwenden wir SMIS /37/. 
Im folgenden wird das Weggrüßenverfahren an einem einfachen 
Beispiel (Bild 6.2) dargestellt. 


Bild 6.2 Ebener Rahmen 
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Beispiel 6.1: 

Aus dem Elementkatalog (Anhang A3) wird das Stabelement 
Typ-a für die Elemente (D bis (65) gewählt (Bild 6.2). 

Mit der Koordinaten- und PER Una ae können die Ele- 
mentgleichgewichtsmatrizen (a' u aufgestellt werden, 


Koordinatentafel Verknüpfungstafel 


®) 1 

®) 2 4 

©) 3 8 

O) 3 5 o: 
6) 4 5 | -455 


c0osu = Ryrz)/k, ı sina= (z."2,)/8, 
Gleichgewichtsmatrizen der Elemente N 
0 -0,25 -0,25 -1 0 0 
10 0 0 -0,125 -0,125 
0 1 0 0 1 0 
T 2,T 3,T 
(a) =(a) -|-------- (a) =|----------- 
0 0,25 0,25 1 0 0 
-l 0 0 0 0,125 0,125 
0 0 1 0 0 ı 
058 =0,72 =0,02 0,8 -0,12 -0,12 
0,6 -0,16 -0,16 0,6 0,16 0,16 
0 1 0 0 1 0 
BT 3.T 
(a) =|--------—- a2) =-|---- --- - -- 
0,8 0,12 0,12 -0,8 0,12 0,12 
-0,6 0,16 0,16 -0,6 -0,16 -0,16 


0 0 1 0 0 1 


6.1 D 


Gleic 


ie Grundgleichung des Weggrößenverfahrens 


hgewichtsmatrix des Tragwerkes: 


{) 0 ]-0,8 -0,12 -0,12 
t 
-0,125 -0,125] 0,6 -0,16 -0,16 


1 olo a a 
-— _--+- ---- + -—- -———- — _ 
| 0 0; \ 048 -0,12 -0,12 
ol 0,125 0,125l | 0,6 0,16 0,16 
0 | Io ı {) 


| 9,8 0,12 0,12)-0.8 0,12 0,12 


I-0,6 0,16 0,161-0,6 -0,16 -0,16 
| u) 1 i oo ı 
Elemente + ® [@) ® (9) [9) 
Hyperdiagonalmatrix der reduzierten Steifigkeitsmatrizen 
i 
Kr: 
| ! n 
250 0 0, | I 
n \ 
5 2,51 . 
0 2,5 51 | [ 
maeane ST ar Ka 
18. 82481 
la 25 51 
SERIE a ga! 
, i 3 j 1250 0 
k. = diag {k,} = 10 | 10 25 125 
j bo 1,25 2,5 ! 
----- +--- --+--- —-- + 
! 
| 
| 


[} h [} 
Lastvektor: RT= [otot2 2 ij0 0 081 


Für die Lösung des Gleichungssystems verwenden wir das Ma- 


trizeninterpretationssystem SMIS /37/. 
Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt. 
LOAD FI=SATN=1 N=15 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix a. 
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LOAD Fl=KR Ni=15 N2 = 15 


Es folgen zeilenweise die Eiemente der Matrix Kr 
TRANS Fl =AT F2=A 

Es wird a gebildet. 

MULT FiI=KR F2=A F3 = KA 

Es entsteht die Matrix KA =k 
MULT Fl=AT F2=KA F3 = 
Es entsteht die Matrix K = alk,a- 
LOAD FL=R N =11 N2=1 


Es folgen die Elemente des Lastvektors. 

SOLVE Fl F2=R 

PRINT FLl=R 

Das Gleichungssystem wird gelöst, und die Knotenverformun- 


I} 
r 


gen r werden ausgegeben. 

MULT Fi=KA F2=R F3=F 

Mit der Multiplikation Ka r = E werden die linear unabhän- 
gigen Stabendkräfte berechnet. 

Knotenverformungen r und Stabendkräfte F: 


Dimensionen (rad, m, 
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Beim Stabelement Typ-a ist der E-Vektor ausreichend, um die 


Momenten- und 


Normalkraft-Zustandslinien zu zeichnen. Die 


Zustandslinien sind in Bild 6,3 abgebildet. 


2 DB ımı 


2750 


&® IkNm| 


Bild 6.3 Normalkraft- und Momenten-Zustandslinien 


Um die Querkräfte zu ermitteln, kann man die Transformation 


(3.3) 


auf Elementebene 
Gleichung (3.3) und der T'-Matrix aus Anhang A3 kann die 
Querkraft jedoch auch bestimmt werden: 


Q; 


St= (F 


durchführen 


2 + Fa)/R, 


Für dieses Beispie] ist dann 


Qı 
Q3 
Q3 
Qu 
Q5 


n 


6,202/4 
5,798/4 
(-2,989 
(-2,212 
(-2,674 


= 1,551 kN 
= 1,450 kN 
- 3,124)/8 
+ 0,123)/5 


0,123)/5 


Mit der 5. Zeile aus 


-0,764 kN 
-0,418 kN 
-0,559 kN. 


In Bild 6.4 ist die Querkraft-Zustandslinie dargestellt. 
Ober Gleichgewichtskontrollen können die Ergebnisse auf ih- 
re Richtigkeit überprüft werden: 


Gleichgewicht am Gesamttragwerk: 


Ex 
EZ 


2 +1 - 1,551 - 1,450 = -0,001 


2 +2 - 1,250 - 2,750 


0O kN 
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EM), = 1 - 2-4 - 1.7 - 2-4 + 2,750-8 = 0 kim . 


Auch das Knotengleichgewicht kann überprüft werden. In Bild 
6.5 ist beispielsweise der Knoten 3 mit den Schnittgrößen 
in ihren tatsächlichen Wirkungsrichtungen dargestellt. Für 
den Knoten 3 gilt: 


EX3 = 2 - 1,551 + 0,226 - 0,465 - 0,251 = -0,001 = O0 KN 5; 
223 = 2 - 1,250 - 0,764 + 0,349 - 0,334 = -0,001=0 KN ; 
Ma = 1 - 6,202 + 2,989 + 2,212 = -0,001 = 0 kNm . 


Bild 6.5 Knoten 3 mit den zugehörigen Schnittgrößen 
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6.2 Die direkte Steifigkeitsmethode 
m a en ee a 
Die Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrix K aus der redu- 
zierten Steifigkeitsmatrix Kr und der Gleichgewichtsmatrix 
a" ist sehr aufwendig. Die spezielle Struktur der reduzier- 
ten Steifigkeitsmatrix (Hyperdiagonalmatrix) und der 
Gleichgewichtsmatrix SEE IE. sollte deshalb bei der 
Berechnung des Matrizenproduktes a % ra Be wer- 
den. In Bild 6,6 ist das Hatrigenpradukt a Tk „a als Falk- 
sches Schema (siehe Anhang Al) für ein Hupe Stabtrag- 
werk beispielhaft dargestellt, 


OQO9O0091 2:3. 


k, 


© 
0) 
® 
® 
® 
® 
® 


OOO00© 


a 


"en - DOW OEB@RO 
ıo 


zum + 


a'k, 


Bild 6.6 Typische Besetzung der Gleichgewichts- und 
der reduzierten Steifigkeitsmatrix 


Dieser Gedanke führt zu der direkten Steifigkeitsmethode, 
einem direkten Verfahren zur Besetzung der Gesamtsteifig- 
keitsmatrix. Die Grundlagen des Verfahrens werden im fol- 
genden dargestellt. 

Die Gleichgewichtsmatrix a’ kann bekanntlich (Gleichung 
(4.20)) als Produkt LONER (0,1)-Matrix C mit einer Diago- 
nalmatrix diag {(a' ) 1 dargestellt werden; a’ ergibt sich 
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demnach als Blockmatrix (Bild 6,6): 


a’ = C diag Kal) . 


Die reduzierte Steifigkeitsmatrix Kr ist eine Hyperdiago- 
nalmatrix: 
re: i 
Kr = diag tk} R 


Durch Substitution dieser Beziehungen in 


a kam 
erhält man: 
; 1nTa As Mad: ee 

& diag {(a ) } diag {k,} diag{a)C =K. (6.7) 
Das Produkt der Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonal- 
matrix: 

j Tr Re Mu i 
diag {(a ) } diag tk} diag {a } = diag ik } . (6.8) 


Die Elemente dieser Diagonalmatrix sind die (vollständigen) 
Elementsteifigkeitsmatrizen K", Sie ergeben sich als Pro- 
dukte der Elemente der einzelnen Diagonalmatrizen: 
Kadayra: (8.9) 
Die Elementsteifigkeitsmatrizen Ki sind (im Gegensatz zu 
den reduzierten Elementsteifigkeitsmatrizen Ki) singulär, 
Die Gleichgewichtsmatrizen (a)! der Elemente besitzen mehr 
Zeilen als Spalten, d.h. die Zeilen von da sind linear 
abhängig. Das HMatrizenprodukt in (6.9) ergibt deshalb eine 
Matrix mit linear abhängigen Zeilen und Spalten, also eine 
singuläre Matrix. Die Symmetrie bleibt bei der Transforma- 
tion nach (6.9), einer sogenannten Kongrusnztransformation, 
erhalten: Die Elementsteifigkeitsmatrix k ist wie K eine 
symmetrische Matrix, . 
Die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix ke wird für 
ein ebenes Stabelement dargestellt. Nach Gleichung (6.1) 
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erhält man die reduzierte Elementsteifigkeitsmatrix. Es 
wird, wie in Beispiel 5.2, ein Stabelement Typ-a verwendet: 
EA/L 0 0 
ee 4EI 
Kr 0 it gEI /E 
2 
0 EI,/E El /E 
Mit der Elementgleichgewichtsmatrix {a’yT, (siehe Anhang 


A3), 
-c s/&k s/k 


-s -c/k -c/t 


erhält man für K' nach Gleichung (6.9): 


2,,2 2 2 I 2 2 2 2 
65 /L +Cıc =bsc/2 +C,sc ErYZ4 1-65 /£ -Cıc 6Sc/£ -Cısc Is/t 


ur 2 2 2,2 2 
j 2EI 6c /£ +Cıs -3c/£ 6sc/L -Cıse -6c /L -Cıs -3c/E 
ki I 2 este ____ 308 1 
- t + EEE 


j 
ı 
| 
, 2,2 2 2 
symmetrisch 1 65 /L +C,c -65c/2 +Cı1sc -Is/£ 
2 2 2 

be /RoH+Cıs 3c/£ 
I 


2 
mit C, = A/(ZI,) » © =coSsa und s=sina. 


Die Elementsteifigkeitsmatrizen für weitere Elemente sind 

im Anhang A3 angegeben, 

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K ergibt sich aus (6.7) und 

(6.8) zu: 
EkE =K, (6.10) 


" 


mit k = diag Kt 


Durch Vergleich von (6.6) und (6.10) mit der Gleichge- 
wichtsbedingung (4.19) 


C =R 
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erhält man: 


s=kce'r. (6.11) 


Mit der kontragredienten Transformation von (4.19), 


uscr, (6.12) 
ergibt sich 
Ss-kus 
oder auch (6.13) 
Stel 


Die Elementsteifigkeitsmatrizen K' sind die Transforma- 
tionsmatrizen für die linear abhängigen Stabendverformungen 
ur 
Mit Gleichung (3.5) werden die Stabendkräfte in globalen 
Koordinaten in die Stabendkräfte in lokalen Koordinaten 
transformiert: . ; j 

3 ln.) Ey 


Damit ° sind die Grundlagen der direkten Steifigkeitsmethode 
dargestellt. 

Zur Darstellung der darauf aufbauenden Rechenverfahren wird 
ein Tragwerk betrachtet, das m Elemente und n Freiheitsgra- 
de der Verformung besitzt, die fortlaufend von 1 beginnend 
numeriert sind, Aufgrund von (6.10) und (6.12) gilt: 


NM. i 
= Ko; e 
Kt >2 ij (6.14) 
£=l 
mit KE, = Ka, wenn die Stabendkraft & zum Gleichgewicht 


von R, en und wenn die Stabendverfor- 
mung u; mit der Knotenverformung Ei überein- 
stimmt. 
Ansonsten ist ka, = 0. Für die Zuordnung der Elemente wird 
die Inzidenztafel (Kapitel 2) benutzt. 
Gleichung (6.14) ist im wesentlichen nur die Berechnung der 
Produktmatrix C k C anhand der Inzidenztafel. Die Berech- 
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nung der Stabendkräfte erfolgt auf derselben Grundlage. Es 
gilt (6.13): 


Ze a 
5 =2% Kiyui. (6.15) 
J 
Bei der Berechnung werden für uf die korrespondierenden 
Verformungsgrößen r_ eingesetzt, d.h. die Lösung der Grund- 


gleichung des Weggrößenverfahrens. Auch hier erfolgt die 
Berechnung über die Inzidenztafel und nicht durch Matrizen- 
multiplikation. Die Stabendkräfte 5 in lokalen Koordinaten 
erhält man aus 

Sr (6.16) 


Beispiel 6.2: 
Der Rahmen von Beispiel 6.1 wird mit der direkten Steifig- 
keitsmethode berechnet, 
Der Lastvektor ist der gleiche wie in Beispiel 6.1: 
ı ] [1 I 
= [0 01232 10:0 0112 o] . 


Elementsteifigkeitsmatrix mit Koeffizienten: 


Die Elemente kr. entsprechen den Elementen der Steifig- 
keitsmatrizen des Anhang A3. 
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Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix: 


90 ra, 2, %; Pax Ln ER Ra; rs, ER 
ni | 1, I 1 I I | j [I l 
33 EL} 3 36 
a a een 
33 H 34 as 36 
Asa rennt ee ge en 
IKantkıılkustkizikusskısikiu Ikıs ıkıs ikın ı kıs ikıs 
! +Kuıl an Rn | I ! I | 
Set ae Aa tra 
Iksstka2 [Kksetkzslkzu I kzs Ik2e Ikzu Ikzs ıK2s 
N l I l j j 
Set sberstae sehen 
IKss+kasiKzu I Kas Ikas IKzu I kas ı Rss 
K = ans! \ ! j | 1 - 
- u +7 -3t3 = 3t7 rt ats 
Ikyutkyyl Kustkysikugtkugikıu I kıs Ikıs 
| er! “Kr ! “Kr I ! ! 
U 4447 
symmetrisch IKsstkssiKsetkssikzu \kzs I kzs 
N I ! 
23 23 
Su, SFr 47-47 
IKastkosıkzu 1 (kas 
l 51 j 
+ka33 
EERTE  e u 
+ + + 
an Re 
sstKss, Ksatkse 
a nt 
ı Kostkss 


Die Elemente der einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen wer- 
den in die Gesamtsteifigkeitsmatrix eingesetzt und aufad- 
diert. Es ergibt sich die Gesamtsteifigkeitsmatrix: 


eı 82 Ta, 737 93 Tax ryz EIW EN #5, 
Pa na Br Aten 1. 0 Ju ae 
BL_2___2 Der Ist a u = 0 
254,11 -95,77 1,1551 -125,0 0 0 1 -128,179 95,77 
322,42 1,0201 0 -0,117 0,459 | 95,77 -72,31 
K= 10° u] 0 nz | m 06 2 
1 254,11 95,77 1,155 | -128,179 -95,77 
322,42 1,weerı -95,77  -72,31 
symmetrisch 11,5, 4 0,72 -0,96 
er a na 


Für die Lösung des Gleichungssystems Kr = R verwenden wir 
das Matrizeninterpretationssystem SMIS /37/. 
Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt. 
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LOAD Ffl=K NI=11 N2=1i 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix K. 
LOAD FI=R NIi=11 N2=1 


Es folgen die Elemente des Lastvektors R. 

SOLVE FIi=K F2=R 

PRINT Fl =R 

Das Gleichungssystem wird gelöst, und die Knotenverformun- 
gen werden ausgegeben; der Verformungsvektor ist mit dem 
aus Beispiel 6.1 identisch. Mit Gleichung (5.16), us < r> 
können die Stabendverformungen in globalen Koordinaten be- 
rechnet werden und in die Elementvektoren zerlegt werden: 


0 0 9,663 
0 0 0,005 
1 re -3,243 2 Br -3,189 3 = -0,762 
u =10° [--—-| u = 10° (| u = 10”? |-2- 2 
9,663 9,665 9,665 
0,005 0,011 0,011 
-0,762 -0,870 -0,870 
9,663 9,665 
0,005 0,011 
-0,762 -0,870 
4 = 5 2 
ee u=10 3 I-?Z_]| Dimension [rad, m} 
= 9,672 9,672 
0,023 0,023 
0,406 0,406 


Die Stabendkräfte werden mit Gleichung (6.13) elementweise 
!, Elementstei- 
figkeitsmatrizen K und Drehungsmatrizen 1, werden einge- 
lesen, und die Stabendkräfte S' berechnet. Die Eingabe für 
SMIS sieht für das Element ©) folgendermaßen aus: 


START 


berechnet: Die Stabendverformungsvektoren u 
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LOAD Fl = Uul N =6 N2 = 1 


Es folgen die Elemente des Stabendverformungsvektors u 
LOAD Fl=LDIT N =6 N2=6 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Drehungsmatrix 
i,T 

(Ey); 

LOAD Fi=Kl Nl=6 N? = 6 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Elementsteifigkeits- 
matrix Ki 

MULT Fl=1LDIT F2=KlI F3 = LOK 

Es wird das Produkt (L,1)T KT gebildet. 

MULT Fl = LDK F2 = UI F3=5Q . . . 

Es wird der Vektor der Stabendkräfte Sie ae k' u ge- 
bildet. 

PRINT Fl = SQ 

Für die einzelnen Elemente ergibt sich: 


1,250 2,750 
-1,551 -1,448 


Dimension [KN, kNm] 


In Bild 6.3 und 6.4 sind die Zustandslinien dargestellt. 


6.3 Eine Variante der direkten Steifigkeitsmethode 107 


6.3 Eine Variante der direkten Steifigkeitsmethode 
Tr ee ee DW ee ne 


In Abschnitt 4.3 wurde die vollständige Gleichgewichtsbe- 
dingung für Stabwerke mit unverschieblichen Lagern aufge- 
stellt. Die Knoten werden dabei so numeriert, daß die Rand- 
knoten die größten Knotennummern erhalten. 

Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 6.2 beschriebenen Verfah- 
ren, werden bei der folgenden Variante alle Knoten als 
freie Knoten ohne Berücksichtigung der Randbedingungen be- 
trachtet, und die vollständige Gleichgewichtsbedingung wird 
nach Gleichung (4,8) aufgestellt: 


T 


a 


Der Lastvektor R' enthält dabei auch die Lagerreaktionen R. 
Eine Gesamtsteifigkeitsmatrix ohne Berücksichtigung der 
Randbedingungen kann analog zu Gleichung (6.10) gebildet 
werden: 

Kselikfeth! , (6.17) 


Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K’ ist im Gegensatz zur Ge- 
samtsteifigkeitsmatrix K singulär, da in £' die Randbedin- 
gungen nicht berücksichtigt werden. 

Die Verknüpfungsmatrix C' muß um die den Randbedingungen 
entsprechenden Zeilen reduziert werden. C’ ist eine 

n'xm' -Matrix (vgl. (4.1) und (4.3)). 

Die um die n. Randbedingungen reduzierte Verknüpfungsmatrix 
€ hat die Dimension [nxm'] mit n = n' - n.. 
Wir führen nun eine um N. Nullspalten erweiterte Einheits- 
matrix (Anhang Al) Inxn' 
in die Verknüpfungsmatrix C zu transformieren: 


ein, um die Verknüpfungsmatrix c' 


Ele. (6.18) 


Die Matrix 1 bewirkt ein "Streichen" der letzten n„ Zeilen 
(Spalten) in C' ee) 3 bzw. ein Streichen der letzten n„ 
Zeilen und Spalten von K'. 
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Matrix 1: 
RR EEE 5 BERGE 
I 
ED 0 
A DE Oh 
LE l In 
DIR ED 
ee De 


Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, bei der die Randbedingungen 
berücksichtigt sind, erhält man dann zu: 

kein. (6.19) 
Man stellt also zuerst die Gesamtsteifigkeitsmatrix K' nach 
Gleichung (6.17) auf und streicht anschließend die den 
Randbedingungen entsprechenden Zeilen und Spalten, um K zu 
erzeugen. Dieses hat den Vorteil, daß K' nicht für jeden 
Knotenfreiheitsgrad einzeln sondern blockweise (für jeden 
Knoten) aufgestellt werden kann, 
Die Elementsteifigkeitsmatrix eines Elementes & in globa- 
len Koordinaten wird hierzu bei Stabwerken in vier Unterma- 
trizen entsprechend den Stabendknoten i und j unterteilt: 


kIk 

> is 

K* = | +2. (6.20) 
kı vk 
=ji 1-33 


Für ein Tragwerk mit n Knoten besteht die Matrix K' aus n«n 
quadratischen Untermatrizen Kiz der Dimension d. (Defini- 
tion 4.3). 

Bei ebenen Stabelementen ist jede der Untermatrizen Be 
Es Kh und E eine [3x3] -Matrix, bei räumlichen Stabele- 
menten eine [6x61]-Matrix, bei ebenen Fachwerkelementen eine 
[2x2]-Matrix und bei räumlichen Fachwerkelementen eine 


[3x3] -Matrix. 
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Aufgrund dieser Überlegungen gilt für ein Stabwerk mit m 
Elementen: 
ck 
Di 
Ki; - 5% Ki; 
u i ! . 

mit Ki = ee i und j Knoten des Elementes ©) sind, 
ansonsten ist Kij =0, 


Nach dem Aufbau von K' wird K nach Gleichung (6.19) durch 
Streichen der letzten N. Zeilen und Spalten von K' erzeugt. 


Für die praktische Berechnung kann die eingangs gestellte 
Forderung, daß die Randknoten die Knoten mit den größten 
Knotennummern sind, fallengelassen werden. 

Das erfordert einen Spaltentausch in der Matrix ® so daß 
die den Randbedingungen entsprechenden Spalten von 1 Null- 
spalten sind. 

Weiterhin kann die Forderung, daß alle Lager unverschieb- 
liche Lager sind, fallengelassen werden. Dann sind nicht 
nur vollständige Untermatrizen, sondern auch einzelne Zei- 
len und Spalten zu streichen. 


Beispiel 6.3: 

Der Rahmen von Beispiel 6,1 und 6.2 wird mit der Variante 
der direkten Steifigkeitsmethode berechnet. 

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K' hat folgende Form (Bild 
6.2): 
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Die einzelnen Elemente der Untermatrizen werden eingesetzt 
und komponentenweise aufaddiert, Es ergibt sich die Gesant- 
steifigkeitsmatrix ohne Berücksichtigung der Randbedingun- 
gen (K', siehe Seite 111). 

Die Freiheitsgrade Pıys Piz» Ta, und Ray, sind durch die La- 
gerung behindert. Durch Streichen der 1., 2., 4. und 5, 
Zeile und Spalte in K' wird K gebildet. 

Die Berechnung der Knotenverformungen und der Stabendkräfte 
erfolgt wie in Abschnitt 6.2, 

In SMIS /37/ stehen spezielle "Befehle" für den Aufbau der 
Steifigkeitsmatrix zur Verfügung. Mit diesen Befehlen ist 
es nicht notwendig, die Gesamtsteifigkeitsmatrix K als Gan- 
zes einzulesen, 


6.4 Das Drehwinkelverfahren 


Das Drehwinkelverfahren ist ein Verfahren zur Berechnung 
von Stabtragwerken unter gewissen Vernachlässigungen. Es 
ist Grundlage der in Kapitel 11 beschriebenen iterativen 
Verfahren. 

Beim Drehwinkelverfahren werden vernachlässigt: 

- Der Einfluß der Querkraft auf die Verformungen; 

- der Einfluß der Normalkraft auf die Verformungen. 

Die Vernachlässigung der Normalkrafteinflüsse bedeutet, daß 
alle Stäbe ihre ursprüngliche Länge beibehalten. Element- 
verformungen sind nur die Stabenddrehwinkel v, = 177 und 
v=EW des Stabelementes Typ-a (Bild 6.7), Die zugehörigen 
linear unabhängigen Stabendkräfte sind die Momente F, = M 


und F3 = Mn: 


£ 


P— I—— 


DE Fe _—. 2 DER) 
zZ 


Bild 6.7 Stabelement ohne Normalkraftverformungen 
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Beim Drehwinkelverfahren unterscheidet man verschiebliche 
und unverschiebliche Systeme. 

Ein System ist wunverschieblich, wenn sich die Knoten für 
eine gegebene Belastung nicht verschieben, sondern aus- 
schließlich verdrehen (Bild 6.3 (a)). Verdrehungen entgegen 
dem Uhrzeigersinn sind positiv. 

Ein System ist verschieblich, wenn sich die Knoten eines 
Tragwerkes unter einer gegebenen Belastung nicht nur ver- 
drehen, sondern auch auf Bahnen senkrecht zu den Stabachsen 
der Elemente verschieben (Bild 6.8 (b)). 


(3) unverschleblicher Rahmen (b) verschlieblicher Rahmen 


Bild 6.8 Verschiebliches und unverschiebliches System 


Bei unverschieblichen Systemen hat der Vektor der Knoten- 
verformungen r die Knotendrehwinkel ®,; als Komponenten, Für 
das Drehwinkelverfahren verwendet man normalerweise nicht 
die Gleichgewichtsmatrix a von Kapitel 4, sondern leitet 
sich aus der kinematischen Verträglichkeit die Matrix a ab. 
Für unverschiebliche Systeme ist die Matrix a immer eine 
(0,1)-Matrix. In Gleichung (5.12) 
ME 
ist a4; = 1, wenn der Stabenddrehwinke) v; mit dem Knoten- 
drehwinkel r, übereinstimmt. Sonst ist a,;”0. 
Die Verträglichkeitsmatrix hat die gleiche Form wie die 
Verknüpfungsmatrix [ar Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K kann 


somit nach der direkten Steifigkeitsmethode aufgestellt 
werden. 
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Bei verschieblichen Systemen hat der Vektor der Knotenver- 
formungen r neben den Knotendrehwinkein °; auch Linear un- 
abhängige Knotenverschiebungen P, bzw. 2 als Komponenten. 


Eine Knotenversehiebung ist von allen anderen Knotenver- 
schiebungen Linear unabhängig, wenn es unter Beachtung der 
oben genannten Voraussetzungen einen kinematisch zulässigen 
Verformungszustand gibt. Der Verformungszustand einer Line- 
ar unabhängigen Knotenverschiebung kann nicht durch Überla- 
gerung mit Verformungezuständen infolge anderer Knotenver- 
schiebungen dargestellt werden, 


Die Knotenverschiebungen r. und r, erzeugen Stabdrehwinkel 
v. In Bild 6.9 ist der Stabdrehwinkel für eine Verschiebung 
ar des rechten und linken Knotens senkrecht zur Stabachse 
dargestellt. 


nl a un 


x ® r ER 0) r 
zu kr Kl 
= } 4 - 
Y V 


Bild 6.9 Stabdrehwinkel y 


Unter der Voraussetzung kleiner Verformungen berechnet man 
den Stabdrehwinkel für eine Verschiebung Ar des rechten 
Stabendes senkrecht zur Stabachse 


v = ar/t, ; (6.21) 
Für eine Verschiebung ar des linken Stabendes senkrecht zur 
Stabachse ist 

vs -ar/k, . (6.22) 
Die Stabenddrehwinkel ” und 2” infolge des Stabdrehwinkels 
v sind 

P%,=Ppı, =, (6.:23;) 
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Die zugehörige Steifigkeitsmatrix ik Est: 


u 
ka (6.24) 
L, I>2 


Für die Berechnung der Knotendrehwinkel und der Knotenver- 
schiebungen gilt Gleichung (6.4) 


T S 
a k.kar=R. 


Die Stabendmomente werden mit Gleichung (6.3) berechnet. 


Erkar- 


Das Drehwinkelverfahren ist damit eine Variante des in Ab- 
schnitt 6.1 hergeleiteten Weggrößenverfahrens. Der Berech- 
nungsgang unterscheidet sich nur in der Besetzung der Ver- 
träglichkeitsmatrix a und der Steifigkeitsmatrix Kr Es 
folgt die 

Zusammenfassung der Berechnung nach dem Drehwinkelverfahren 


{1) Besetzung der Verträglichkeitsmatrix a; 

(2) Besetzung der reduzierten Steifigkeitsmatrix Kr 

Es folgen die Berechnugsschritte (3) bis (7) des in Ab- 
schnitt 6.1 beschriebenen Weggrößenverfahrens. 


Beispiel 6.4: 

Der in Bild 6.2 dargestellte Rahmen ist für die angegebene 
Belastung verschieblich. Die Knotenverdrehungen 0; der Kno- 
ten 1 bis 5 und die horizontale Verschiebung r. des Knotens 
3, 4 oder 5 sind linear unabhängig. In Bild 6.10 sind die 
zu den einzelnen Verformungsfreiheitsgraden gehörenden Ver- 
formungsfiguren dargestellt. Die Verformungsfigur für einen 
Verformungsfreiheitsgrad erhält man durch Vorgabe einer dem 
Freiheitsgrad entsprechenden Einheitsverformung. Die sich 
aus der Verformungsfigur ergebenden Stabenddrehwinkel v 
werden von der Sekante, der Verbindungslinie der Knoten im 
verformten System, zur Tangente gemessen (Bild 6.9). 
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Bild 6.10 Verformungszustände für Einheitsverformun- 


Mit den 


gen entsprechend den Knotenfreiheitsgraden 


in Bild 6.10 dargestellten Verformungsfiguren er- 


gibt sich für die kinematische Verträglichkeit: 


( 
l 
| 


S 
w 


5 616 £&!%& 
surulaswelew 


Um den Lastvektor aufstellen zu können, müssen alle Lasten 


in die Richtungen der linear unabhängigen Knotenverformun- 
gen transformiert werden, Die Vertikallasten in den Knoten 
3 und 5 werden über die Normalkräfte in die Auflager gelei- 


tet. Die Horizontallast im Knoten 5 muß zu der Horizontal- 
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last im Knoten 3 addiert werden, da beide Kräfte auf dem 
gleichen Weg Arbeit leisten. Damit ergibt sich der Lastvek- 
tor: 

RT = lo 0100 3] Dimension [kn, kNml . 
Die Hyperdiagonaimatrix der reduzierten Steifigkeitsmatri- 
zen ohne Normalkraftverformungen ist: 


Die Eingabe für SMIS entspricht der von Beispiel 6.1. Es 
wird jedoch anstelle der Gleichgewichtsmatrix a die kine- 
matische Verträglichkeitsmatrix a eingelesen. 

Als Lösung erhält man die Knotenverdrehungen und die hori- 
zontale Verschiebung im Punkt 3: 


= Dimension [rad, m]. 
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Mit der Multiplikation kra r = F werden die Stabendmomente 
berechnet: 


Dimension [kNm]. 


Mit diesen Stabendkräften kann die Momentenzustandslinie 
gezeichnet werden. Die Stabendmomente stimmen bis auf eine 
Abweichung von 10,8 % bei Ms bzw. Ms; mit denen von Bei- 
spiel 6.1 überein. 

Die Darstellung des Drehwinkelverfahrens in der vorliegen- 
den Form ist den Matrizenmethoden der Statik angepaßt, In 
der üblichen Darstellung wird die direkte Aufstellung der 
Steifigkeitsmatrix und die Lösung der "Drehwinkelgleichun- 
gen" als Drehwinkelverfahren bezeichnet, 


6.5 Kondensation der Steifigkeitsmatrix 
—— TR 


Bei manchen Berechnungen enthält der Lastvektor nur wenige 
von Null verschiedene Komponenten. In diesen Fällen kann 
die Steifigkeitsmatrix des Systems auf die belasteten Kno- 
ten "kondensiert" werden {vgl. Przemieniecki /6b/, Seite 
147), Die Anzahl der Unbekannten des Gleichungssystems wird 
dabei reduziert. 

Das Verfahren erfordert für größere Systeme bei einer Pro- 
grammierung einen erheblichen Organisationsaufwand. Die An- 
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zahl der Operationen wird dabei im allgemeinen nicht gerin- 
ger. Bei der Berechnung von Hand sind große Gleichungssy- 
steme problematisch. Da bis zu [3x3]-Matrizen schnell und 
überschaubar invertiert werden können, empfiehlt sich die- 
ses Verfahren nur für Systeme mit bis zu 6 Freiheitsgraden. 


Das Gleichungssystem (6,6) kann in diesen Fällen auf fol- 
gende Form gebracht werden: 


rı Rı 


=] = 2. (6.25) 
r2 g 


R, ist der Lastvektor, der nur Nichtnullelemente enthält, 

r, der Vektor der Knotenverformungen in Richtung der Be- 
lastung, 

ra der Vektor der Knotenverformungen in Richtung der 
lastfreien Knotenfreiheitsgrade. 

Kııs Kıa» Kaı und K,, sind Untermatrizen von K entspre- 
chend der Unterteilung von r in rı und r,. 


Das Gleichungssystem (6.25) ist ein System zweier gekoppel- 
ter Matrizengleichungen: 


Kıı fı + Kı2 Ka = Rı (6.26) 

Kaı rı + Kaa Fa = 0. (6.27) 
Aus (6.27) erhält man 

Ka La = -Kaı Kı bzw. ra = -KZI Kaı Ki. (6.28) 
Setzt man (6.28) in (6.26) ein, so ist: 

(Kur - Kıa K22 Karlrı = Rı « (6.29) 
Definiert man 


Kıı = Kıı - Kız K22 Kaı » (6.30) 
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dann ergibt sich 
Kırtıekı - (6.31) 


Das Gleichungssystem (6.25) wird damit auf zwei kleinere 
Gleichungssysteme (6.31) und (6.28) reduziert, Das erste 
Gleichungssystem (6.31) hat als Unbekannte nur die Knoten- 
verformungen in den Belastungsrichtungen, Mit diesen Kno- 
tenverformungen kann das Gleichungssystem (6.28) gelöst 
werden; die Knotenverformungen in den lastfreien Richtungen 
sind dabei die Unbekannten. Die kondensierte Steifigkeits- 
matrix Kr ist durch Gleichung (6.30) bestimmt, 

An der Steifigkeitsmatrix des Beispiels 6,4 wollen wir das 
Verfahren erläutern. 


Beispiel 8.5: 
In Beispiel 6,4 wurden a, K und R für den Rahmen von Bild 
6.2 bereits ermittelt. Daraus ergeben sich die Steifig- 
keitsmatrix K = a’ K a und der Lastvektor R: 


5 0 25 0 0 1,875 h) 
eo 8 Dr. sh. a 0 
25) an en ee er 1 

K= 103 R= 
= 025 1515 2 1,8% 1) 
h) 0 2 2 8 0 ) 
1,875 1,875 1,875 1,8756 0 1,875 3 


Durch Zeilen- und Spaltentausch der ersten und letzten 
Zeile bzw. Spalte ergibt sich 


1,875 1,875 1,815 14018 0 1,875 Ya, 3 
1,875 5 0 12,5 0 0 82 0 
aa[e5_ sin 2 20 || li 
1,875 2,5 1,25 ı11,5 2 0 Oo, 0 

0 0 2 2 8 ) 95 0 
1,850 2,5 0 0 5 91 h) 
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Um nur maximal [3x3] -Matrizen zu haben, behalten wir im 
Lastvektor R die zu Ra korrespondierende Nullkomponente 
bei. 

Mit dem im Anhang A2,.1 beschriebenen Verfahren invertieren 
wir die Matrix: 


0 05 
Dies ergibt: 
“0-10 0 
= 
Ki ee 1-10 S i 
440 
00 8 


Bei der Berechnung von Kıı nach Gleichung (6.30) führt man 
zuerst das Matrizenprodukt Ks K2ı aus, da es für die Be- 
rechnung von r, nach Gleichung (6.28) nochmals benötigt 
wird. 
Nach Gleichung (6.30) ist: 

375 637,5 :356,25 


Kıı = Kıı - Kıa N Kaı = Zu_| 637,5 1950 -75 
44 
356,25 -75 4267,5 


o 


Mit Kıı kann das Gleichungssystem (6.31) gelöst werden: 
9,6592 
Xi = KilRı = |-3,1870)- 10° 
-0,7593 


Aus Gleichung (6.28) wird r, berechnet: 


-0,8704 
r2 = -K2 Kaı ri = | 0,4074 .10"? 


-3,2426]) Dimension [rad, m] 
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Die Komponenten von rı und r, sind die in Beispiel 6.4 be- 
rechneten Knotenverformungen. 

Bei der Handrechnung verwendet man für die Durchführung der 
Matrizenmultiplikationen sinnvoller Weise das im Anhang 
Al,2 beschriebene Falk'sche Schema. 


6.6 Das Verfahren der Belastungsumordnung 
nn ae a I ER Pr 


Ist ein Stabwerk in der Anordnung seiner Stäbe und Lagerbe- 
dingungen symmetrisch, dann kann durch das Belastungsumord- 
nungsverfahren eine Verkleinerung des Gleichungssystems er- 
reicht werden. 

Bei einem symmetrischen Tragwerk kann jede beliebige Bela- 
stung in einen symmetrischen und einen antimetrischen Last- 
fall aufgespalten werden (Bild 6.11). 


W/2 MW/2 M/2 
AM MI Fa N 
— 
Fr i PI2 PZ2 PI/2 PIZ 
t = ® 
i 
Symmetrieachse symmetrischer LosHall antimelrıscher Lastfall 


Bild 6.11 Aufteilung einer beliebigen Belastung in einen 


symmetrischen und einen antimetrischen Lastfall 


Symmetrische Tragwerke haben die Eigenschaft, daß sie sich 
unter symmetrischer Belastung symmetrisch und unter antime- 
trischer Belastung antimetnisch verformen (Bild 6.12). Dies 
folgt direkt aus der +Ht+ät des Systems, 


Bild 6.12 Verformungsfiguren unter symmetrischer 


und antimetrischer Belastung 
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Aus diesem Verformungsverhalten lassen sich Bedingungen für 
die inneren Kräfte in der Symmetrieachse bei symmetrischer 
und antimetrischer Belastung herleiten. Diese Bedingungen 
sind zusammengefaßt in 


Satz 6.2: Bei symmetriacher Belastung sind die Normalkräfte 
und Biegemomente symmetrisch und die Querkräfte antime- 
trisch, 

Bei antimetrischer Belastung sind die Querkräfte symme- 
trisch und die Normalkräfte und Biegemomente antimetrisch, 
Bei symmetrischer Belastung sind in Schnittpunkten des 
Tragwerks mit der Symmetrieachse die Kräfte in Richtung der 
Symmetrieachse Null, 

Bei antimetrischer Belastung sind in Schnittpunkten des 
Tragwerks mit der Symmetrieachse die Kräfte senkrecht zur 
Symmetrieachse und die Momente Null. 


Aufgrund dieses Satzes können symmetrische Tragwerke je- 
weils für die symmetrische und antimetrische Belastung in 
Teilstrukturen zerlegt werden. Für den Rahmen von Bild 6.11 
sind diese Teilstrukturen in Bild 6.13 dargestellt. 


V:0 H=Q 
symmetrisch antimetrisch 


Bild 6.13 Teilung eines symmetrischen Stabtragwerks 


in Teilstrukturen 


Befindet sich in der Symmetrieachse eines Stabwerkes ein 
Stab (Bild 6.14), dann gilt ebenfalls Satz 6.2. Die Teilung 
des Tragwerks in Teilstrukturen ist in Bild 6.14 (b) und 
(c) dargestellt. 

Für die Teilstrukturen unter symmetrischer und antimetri- 
scher Belastung können die Knotenverformungen, die Stabend- 


Aufgaben 123 


tb) (c) I 
Wi 
Al2 1,12 
ab —H 
4, In 


Symmetrieachse symmetrisch antimelrisch 


Bild 6.14 Teilung eines symmetrischen Stabtragwerkes mit 


Stab in der Symmetrieachse in Teilstrukturen 


kräfte und die Schnittgrößen nach dem Weggrüßenverfahren 
berechnet werden. 

Nach der Berechnung werden die Schnittgrößen für den symme- 
trischen und den antimetrischen Lastfall zum Gesamtsystem 
ergänzt. 

Beim symmetrischen Lastfall werden die Knotenverformungen, 
die Normalkraft N(x) und das Biegemoment M(x) symmetrisch 
und die Querkraft Q(x) antimetrisch ergänzt. 

Beim antimetrischen Lastfall werden die Knotenverformungen, 
die Normalkraft N(x) und das Biegemoment M{(x) antimetrisch 
und die Querkraft Q(x) symmetrisch ergänzt, 


Die Verformungen (Schnittgrößen) unter vollständiger Bela- 
stung sind die Summe der Verformungen (Schnittgrößen) in- 
folge symmetrischer und antimetrischer Belastung (Superpo- 
sitionsprinzip). 


Aufgaben: 


6.1 Man stelle für die abgebildeten Stabwerke die Grund- 
gleichung des Wegrößenverfahrens nach den drei in Ab- 
schnitt 6.1 bis 6.3 beschriebenen Verfahren auf. 
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(a) 1,875 kNm 1,875 kNm 
”Taskn IL, = 0,194:10°° Mi 


1 ee Aller 5 y 
O) ® sm -2 2 
0) 6) A = 0,285-10” m 
3 L = 


8 2 

E = 2,1:10 kN/m 
-4 % 

= I, = 0,194.10 m 
-2 2 

A = 0,285-10 m 


8 2 
E = 2,1:10 kN/m 


= om ——| 
Die Elemente ©) und sind Fachwerkstäbe 


6.2 Man stelle für den ebenen Rahmen von Aufgabe 6.1 (a) 
die Grundgleichung des Weggrößenverfahrens nach dem 
Drehwinkelverfahren (Abschnitt 6.4) auf und löse das 
Gleichungssystem. 


6.3 Man stelle für das abgebildete Stabtragwerk die Grund- 
gleichung des Weggrößenverfahrens nach der direkten 
Steifigkeitsmethode auf und löse das Gleichungssystem, 


Be 
10KN 1, = 0,194.10 m 
-2 2; 

Ay = 0,285-10°? m 

As Az 10m BR 
LA, \ A, = 0,100-10°°” m 

8 2 

E = 2,1°10 kN/m 


12m 5m öm-=| 2m 
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7 Sonderfälle der Belastung 


Die Belastung eines Stabwerkes tritt üblicherweise nicht 
- wie wir bisher vorausgesetzt haben - in Form von Knoten- 
lasten auf. Die typischen Lastfälle sind 

Eigengewicht, Windbelastung, Verkehrslasten, 

Temperaturbelastung, Vorspannung, 

Vorverformung und Stützensenkung. 
Im folgenden wird gezeigt, wie diese Lastfälle - die Regel- 
fälle der Praxis - auf Knotenlasten zurückgeführt werden 
können. Vom Standpunkt der Matrizenrechnung aus, sind die 
Lastfälle deshalb als Sonderfälle der Belastung zu betrach- 
ten. 
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Belastete Stabelemente werden durch Lasten beansprucht, die 
zwischen den Knoten angreifen. 

An den beiden Knoten des Elementes sind Verformungs- und 
Kraftgrößen definiert. Für die Berechnung der Ersatzknoten- 
lasten eines belasteten Stabelementes denkt man sich alle 
Stabendverformungen zu Null gesetzt (homogene Randbedingun- 
gen der Verformung). Dies ist beispielhaft in Bild 7.1 dar- 
gestellt. 


Ss 
(ts N N. 
Shan tz 
} =i (0) -i 
Sr2 Sas 


Randbedingungen: U], ..., U = 0 


Bild 7.1 Stabendkräfte eines belasteten Balkenelementes 


Die Stabendkräfte des belasteten Elementes mit homogenen 


Randbedingungen der Verformung werden mit 5! 


R bezeichnet. 
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Die Berechnung dieser Kräfte kann über die Lösung der voll- 
ständigen Differentialgleichung der Balkentheorie erfolgen. 
Es können aber auch andere aus der Baustatik (/28/, /74/, 
/?3/) bekannte Verfahren benutzt werden. Die Stabendkräfte 
für die üblichen Lastfälle ebener Stabtragwerke sind in Ta- 
fel 7.1 zusammengestellt. Bei der Verwendung anderer Tafel- 
werke sind die Vorzeichendefinitionen zu beachten. 


Beispiel 7.1: 

Für das in Bild 7.2 dargestellte, mit einer konstanten 
Streckenlast belastete Element, sind die Stabendkräfte =‘ 
aus den Differentialgleichungen der Balkentheorie zu be- 


stimmen. 


EI = const. 
EA = const. 


Bild 7.2 Element mit konstanter Streckenlast 


Die Differentialgleichungen eines Balkens mit konstanter 
Streckenlast unter Vernachlässigung der Querkrafteinflüsse 
sind nach (3.1} und (5.11) mitw = w»9=q,undusu 


2 x 
EIW"(X) 


q 
0. 


EAu"(X) 
Mit den homogenen Randbedingungen 
w(0) w(£) 
w'(0) = w'(2) 


u(0) = u(£) =0 
0 


ergibt sich für die Biegelinie 


_. _3 2_2 
EIW(R) = a. „ar 
24 12 24 
und für die Normalverformungen 


EAu(X) =D. 
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Die Stabendkräfte erhält man durch Einsetzen in die Diffe- 
rentialgleichungen (vgl. Abschnitt 5.1 und 3-1): 


-Siı = N(0) = EAu'(0) = 0 

-Sb, = 0(0) = -EIw"(0) = qL/2 

-5i3 = M(0) = -Elw"(0) = -q2°7/12 

Su = N{£) = EAu’(£) = 0 

Sis = Qt£) = -EIw"(£) = -q2/2 

Si, = Mi&) = -EIn"(£) = -aen2. 
Damit ist 

SR = 


Die Stabendkräfte 5] werden nun auf globale Koordinaten 
transformiert: 
il,iei 
SR = Lp SR A (7,1) 


190 ist die bekannte Drehungsmatrix (Abschnitt 3.4). 

Nach der Berechnung der Stabendkräfte 5 aller belasteten 
Stabelemente wird der Übervektor SR für a: Gesamttragwerk 
gebildet. Für unbelastete Elemente ist eh =0. 

Mit den Stabendkräften SR werden die Ersatzknotenlasten wie 


folgt definiert: 


Definition 7,1: Ersatzknotenlasten sind die statisch dqui- 
valenten Knotenlasten des Gesamttragwerkes für die Stabend- 
kräfte Sp: Die Stabendkräfte Er ergeben sich bei homogenen 
Randbedingungen der Verformung aller Elemente. 
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Die Ersatzknotenlasten werden mit RR bezeichnet. Für das 
Gesamttragwerk muß gelten (statisch äquivalent): 


ES +tRR=0 (7.2) 
oder Rei: 


C ist die Inzidenzmatrix (Abschnitt 4.6). Durch das Produkt 
E5R erhält man komponentenweise die Summe der auf einen 
Knoten des Stabwerkes einwirkenden Kräfte. Die statisch 
äquivalenten Knotenlasten sind die negative Summe dieser 
Kräfte. 


Die weitere Berechnung erfolgt nach dem Weggrößenverfahren. 
Wir nehmen an, daß zusätzlich zu den Ersatzknoteniasten Rr 
Knotenlasten R am Stabwerk angreifen. Die Knotenverformun- 
gen r erhält man aus 

Kr=R+R (7.3) 
Die Steifigkeitsmatrix K wird für das Stabtragwerk mit un- 
belasteten Elementen aufgestellt. Für die Stabendkräfte 
infolge Knotenlasten gilt (Kapitel 6): 


Be MR (7.4) 
SnlEa (7.5) 
und Ser, (7.6) 


Die Stabendkräfte 5 sind mit den Knotenlasten R und den Er- 
satzknotenlasten Rr im Gleichgewicht, d.h. 


DER (7.7) 
Durch Addition von (7.2) und (7,7) erhält man: 
ES+SEI=R. (7.8) 


Die Summe der Stabendkräfte (5) infolge der Knotenlasten 
und Ersatzknotenlasten und der Stabendkräfte (SR) ergeben 
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die tatsächlichen Stabendkräfte: 
Ss SH. (7.3) 


üblicherweise werden die Stabendkräfte auf lokale Koordina- 
ten transformiert: 
en En (7.10) 
Für die Knotenverformungen r ist keine weitere Transforma- 
tion erforderlich: in den Knotenpunkten stimmen die Verfor- 
mungen infolge Ersatzknotenlasten mit den tatsächlichen 
überein. 

Die Schnittgrößen und Verformungen als Funktion der lokalen 
Koordinate X der belasteten Stabelemente müssen unter Be- 
achtung der Randbedingungen und der Belastung der Elemente 
berechnet werden. Man berechnet zunächst die Funktion in- 
folge der Knoten- und Ersatzknotenlasten und addiert dazu 
die Funktion infolge der Belastung im Element bei homogenen 
Randbedingungen der Verformungen analog zu Gleichung (7.9). 
In Bild 7,3 wird dieser Berechnungsgang qualitativ für eine 
Verformungsfunktion w* dargestellt. 

Die Verformungen wi) - die Biegelinie des Stabtragwer- 
kes - erhält man als Summe der Verformungsanteile infolge 
Knoten- und Ersatzknotenlasten (w(X)) und denen infolge Be- 
lastung im Element bei homogenen Randbedingungen der Ver- 
formung MR): 


R. (7.11) 


Ersotzsystem homogene 
Randbedingungen 


der Verformung 


tatsächliche 
Verformung 


Bild 7.3 Verformungsberechnung mit Ersatzknotenlasten 
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v»L__I223 ® 


Bunyuasuazın}S 


+ 
2 re 
Y-4=w 


REN 
%} ınyouadwa] alanıyn 
0, unmJedwsnjarsjnv 


130 


7.1 Ersatzknotenlasten 131 


Die einzelnen Schritte der Berechriung bei belasteten Stab- 
elementen sind im folgenden zusammengefaßt. 


Zusammenfassung des Rechenganges: 

(1) Berechnung der Stabendkräfte 5 und 5, aller Stabele- 
mente für homogene Randbedingungen der Verformung; 

(2) Berechnung der Ersatzknotenlasten Rp; 

(3) Berechnung der Verformungen rfür + R,; 

(4) Berechnung der Stabendkräfte S, S* und S*; 

(5) Berechnung der Schnittgrößen und Verformungen als 
Funktionen der lokalen Koordinate X. 


Mit Ersatzknotenlasten kann auch der Lastfall Temperatur 
erfaßt werden, Die Stabendkräfte werden auch hierfür am 
Element unter "Temperaturbelastung”" mit homogenen Randbe- 
dingungen der Verformung ermittelt. In Tafel 7,1 sind die 
Stabendkräfte für die übliche Temperaturbelastung aufgenom- 
men. Im übrigen verläuft die Berechnung wie bei einer äuße- 
ren Belastung der Elemente. 

Durch die Berechnung eines Stabtragwerkes mit Ersatzknoten- 
lasten können damit alle Lastfälle mit verteilter Belastung 
erfaßt werden, 


Dieser Rechengang wird im folgenden am Beispiel eines Rah- 
mens für konstante Streckenlast im Riege] gezeigt. 


5kN/m 


Enz 1 | I, = 0,194. 10°* hr 
t= 80°C 
i - ne A = 0,285-10°? m 
ar = 1,2.10°°/°%c 
Sm 8 2 
£- &2,1240 kNöm 


h = 0,20 m 


be 15m — | 


Bild 7.4 Rahmen 
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Beispiel 7.2: 

Der in Bild 7,4 dargestellte Rahmen wird durch eine kon- 
stante Streckenlast von 5kN/m belastet. Gleichzeitig wird 
der Riegel außen um 80°C und innen um 30°C erwärmt. 

Die Ermittlung der Stabendkräfte SR am Element ©) nach 
Bild 7.5 und Tafel 7,1 ergibt: 


Spı -= 0 + 395,01 = 395,01[kN] 
Sg2 = -97,50+ 0 = -37,50[«n] 
Spa = 93,75 - 12,22 = 81,53[kNm] 
Sur 0 - 395,01 = -395,01[kn] 
Sps = 37,50 + 0 = -37,50[kN] 
Sn = -93,75 + 12,22 = -81,53[kNm]. 


EERBENEREELLNL 
Saı 80° C a 
30°C 55; 
= | 
Sn Ss 


r !5m —| 


Bild 7.5 Stabendkräfte 5, 


In Bild 7.6 sind die sich aus den Stabendkräften S, mit den 
Gleichungen (7.1) und (7.2) ergebenden Ersatzknotenlasten 
Rx in ihren Wirkungsrichtungen am Tragwerk aufgetragen. 


375 kN 37,5KN 


ee 
395,01kN x 


Bild 7.6 Ersatzknotenlasten am Tragwerk 
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Die Steifigkeitsmatrix K wird mit den im Anhang A3 angege- 
benen Elementmatrizen für das Balkenelement Typ-b gebildet. 


Koordinatentafel Verknüpfungstafel 


OD 3 


1 

2 15 
3 0 
4 15 


18 wl 
100 | 0-10 1 
: O5 lo 
Sa az Tale 
Io ı 01-1 0 ol. 
oo ı 05 -1|, 
Element -+ ©) 2) 6) 
0 0: ı 
0 0,72 1,81 | 
0 1,8 6 | ) 
Ze a le a 
a | | 
er & 0,0267 0,21 
elle TEE 8 PRRRAEEDER: 
ge 0 0 
| Io 0,72 1,8 
Ehe 6 


2EI,/15 = 543,2 kNm © = A/(2I,) = 73,4536 m’? 
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Als Steifigkeitsmatrix erhält man (Berechnung mit SMIS): 


40,298 0 0,98)-39,90 0 0 
119,71 -0,11} -0,01 -0,11 
7 3 4,35 0,11 0,54 
K=-ak,a = 10 IE Säule 
| 40,298 0 0,98 
symmetrisch 119,71 0,11 
4,35 


Mit dem Lastvektor (R = 0): 


(R + Ry)T = [-395 37,5 -81,5 | 


erhalten wir als Lösung des Gleichungssystemes Kr 


T 


Vektor 
man mit (7.4) zu: 


Den 


I 
1395 37,5 81,5] 


n Rp: 


- 1 
E50 [-4,679 0,313 -20,238 14,679 0,313 20,238] 


der linear unabhängigen Stabendkräfte F erhält 


I 
ET = [-37,5 -21,62 -37,56 1373,39 0 10,99!-37,5 21,62 37,56] 


Die Stabendkräfte werden mit (7.9) und (7.10) berechnet: 


1 —3 
5 = 5 = 
395,01 
0 -37,50 
|. 1088 1,53 
373,39 -395,01 
D -37,50 


37,50 
-21,62 
70,54 


-37,50 
21,62 


37,56 | 


Dimension [kKN, kNm] 
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Unter Beachtung der Vorzeichendefinition (4.5) lassen sich 
die Zustandslinien des Rahmens darstellen (Bild ei 


Bild 7.7 Zustandslinien, Dimension [kN, kNm] 


7.2 Vorverformungen 


Die Berechnung eines Stabtragwerkes mit Vorverformungen ist 
eine zweite Möglichkeit zur Berücksichtigung von Stabele- 
menten mit verteilter Belastung, mit Temperaturbelastung 
oder mit Paßungenauigkeiten (Vorverformungen). 
Ausgangspunkt sind hierbei Vorverformungen der Stabelemen- 
te. 


Definition 7.2: Vorverformungen sind Stabendverformungen 
eines statisch bestimmt gelagerten Stabelementes, die nicht 


dureh Stabendkräfte verursacht werden. 


Mit dieser allgemein gehaltenen Definition ist es möglich, 
eine Vielzahl von Lastfällen zu erfassen. Beispiele für 
solche Lastfälle sind in Tafel 7.2 für ein ebenes Stabele- 
ment zusammengestellt. 

Durch die statisch bestimmte Lagerung ergeben sich Nullkom- 
ponenten der Stabendkräfte. 

Den Vektor der Stabendkräfte eines Elementes ©) ein- 
schließlich der Nullkomponenten bezeichnen wir mit Sn 
Durch die zu einem Element gehörende statisch bestimmte La- 
gerung (Bild 7.3) wird ein Teil der Stabendverformungen 
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Ersatzknotenlasten und 
Vorverformungen 


m u Belastungsfälle 
Sn: = Een Br Yus 
uaHu2 us. Hus 
Temperatur. verteilte Lasten, 
Stabelement -Typ a Paflungenauigkeit Eırzellasten 
Mer, Me Te ee 
Su3 = Su = 55 0° {= or; c nr 
>,=0.0,+0 Ss,+0,0, +0 


Bild 7,8 Vorverformungen eines ebenen Stabelementes 


(Starrkörperverschiebungen) zu Null gesetzt. In Richtung 
der Nullkomponenten der Stabendkräfte treten infolge der 
Belastung Stabendverformungen auf, Den Vektor der Stabend- 
verformungen einschließlich der Nullkomponenten bezeichnen 
wir mit U 

Für Temperaturbelastung und Paßungenauigkeiten gilt 


Satz 7,1: In einem statisch bestimmten Tragwerk verursachen 
die Lastfälle Temperatur und Paßungenauigkeit keine Lager- 
reaktionen, 


Im Element ©) ergibt sich deshalb für die Lastfälle Tempe- 
ratur und Paßungenauigkeit = = 0, {Bild 7,8). Bei allen 
anderen Lastfällen ist $, # 0. 

Für die folgende Ableitung des Rechenganges mit Vorverfor- 
mungen nehmen wir den allgemeinen Fall mit 5 + 0 an und 
betrachten den Lastfall Temperatur und Paßungenauigkeiten 
mit = = 0 als Sonderfall. 


37 


1 


7.2 Vorverformungen 
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Walz 8 YUnDJadwaL 


bu), 


1 
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Zunächst werden u und Eh am statisch bestimmt gelagerten, 
belasteten Stabelement berechnet. Die Vorverformungen 5, 
können mit dem Arbeitssatz oder mit den Differentialglei- 
chungen der Balkentheorie berechnet werden. Die Stabend- 
kräfte 5, erhält man aus den Gleichgewichtsbedingungen des 
statisch bestimmt gelagerten Elementes, 

Für die häufigsten Lastfälle sind die Ergebnisse in Tafeln 
zusammengestellt (Tafel 7,2). 

Mit den bekannten Drehungsmatrizen (3.4) werden u und 3, 
auf globale Koordinaten transformiert: 


a (7.12) 
ee (7.13) 


Durch Verbindung der einzelnen Elemente zum Gesamtsystem 
entstehen zusätzliche, elastische Stabendverformungen u. 
Die Summe der elastischen und der Vorverformungen A, muß 
die Verträglichkeitsbedingung in den Knotenpunkten erfül- 
len, die sich nach (5.16) wie folgt darstellt: 


uru, s & 1% (7.14) 


u = 


Bekanntlich gilt für die elastischen Stabendverformungen: 
S=ku. (7.15) 


Die kontragrediente Transformation von (7.14) ergibt die 
Knotenlasten: 

R=C(5 + 3) } (7.16) 
Durch Auflösen von (7.14) nach 


u 
u-tcr u 


und Einsetzen in (7.15) erhält man: 


S-kic'e- uw). (7.17) 
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Mit (7.16) folgt weiter: 


SKEIEr-R-ECS,+rCcku. (7.18) 
Dies ist identisch mit: 
Krndii #öch,; (7.19) 


Durch Vergleich mit (7.3) erkennt man, daß der Vektor der 
Ersatzknotenlasten RR hier aus zwei Anteilen besteht: den 
Ersatzknotenlasten Ru und dem Anteil der Vorverformungen 
eku, 


Rr = Ru bi cku * (7.20) 


Die Stabendverformungen sind nach (7,14) die Summe der ela- 
stischen Stabendverformungen und der Vorverformungen. Die 
elastischen Anteile der Stabendkräfte S erhält man aus 
(7+,121.)% 

Die Stabendkräfte des tatsächlichen Stabwerkes sind: 


Bars; (7.21) 


Die Rücktransformation auf lokale Koordinaten erfolgt wie 
üblich mit der Drehungsmatrix Lo: 


Sal, st. (7.22) 


Die einzelnen Schritte des Rechenganges sind im folgenden 
zusammengefaßt. 


Zusammenfassung des Rechenganges: 

(1) Berechnung der Stabendkräfte 5, und der Vorverformun- 
gen U; 

(2) Berechnung der Ersatzknotenlasten R, und der Vorver- 
formungsanteile ck ujs 

(3) Lösung der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens mit 
den Lasten R+ Ru +Cck u 

(4) Rückrechnung der Stabendkräfte durch Superposition; 

(5) Berechnung der Schnittgrößen und Verformungen wie in 
Abschnitt 7.1, 
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Die Berechnung mit Vorverformungen wird durch ein Beispiel 
erläutert: 


Beispiel 7,3: 

Für den in Beispiel 7.2 berechneten Rahmen unter Temperatur 
und konstanter Streckenlast (Bild 7,4) sollen der Lastvek- 
tor infolge Vorverformnugen und Ersatzknotenlasten aufge- 
stellt und die Stabendkräfte berechnet werden, 

Aus Tafel 7,2 ergibt sich für die Lastfälle konstante 
Streckenlast und ungleichmäßige Temperaturerhöhung folgen- 
der Vektor der Vorverformungen: 


0 0 0 
0 0 0 
22 0 0 0 i : 
Ua a Net, TTTT | F Dimension 
0,0099 0 0,0099 [rad, m] 
0,3375 7,7665 |/ 8,1040 |v 
-0,0450 -0,6904 -0,7354 


(Temperatur) (konst. Streckenlast) 


2 
Die Elementsteifigkeitsamtrix k wird nach Anhang A3 gebil- 
det: 


39900 0 0 1-39900 0 0 


14,485 -108,64 0 -14,485 -108,64 


2 1086 ,4| 0 108,64 543,20 
nn er zo 
symmetrisch 14,485 108,64 

1086,4 


Die Transformation auf globale Koordinaten nach (7.12) und 
die Verknüpfung zum Gesamttragwerk ergibt damit für den 


2 
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Lastvektor C k 4: 


-395,01 

-37,50 

480,95 

eku = |-_—- 
= 395,01 
37,50 


81,50 


Dimension [kKN, kNm] 


Aus Tafel 7.2 ergibt sich für den Lastfall konstante Strek- 
kenlast folgender Vektor der Stabendkräfte: 


2 
Mit Su werden die 
67.29) 
(7.20) ergibt 


knotenlastvektor Ra: 


berechnet und 


Dimension [kN, kNm] 


Ersatzknotenlasten R, nach (7.16) und 
zu Cku, 
sich der in Beispiel 7,2 berechnete Ersatz- 


addiert. Nach Gleichung 


0 -395,01 
75 37,5 
-562,5 -81,5 
zetehe los Dimension 
0 REIT | En,-kün] 
) 37,5 
0 81,5 


Mit der Steifigkeitsmatrix von Beispiel 7.2 werden die Kno- 
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tenverformungen r berechnet: 


1 
re! = 10°? [-4,679 0,313 -20,238!4,679 0,313 20,238] . 


Die Transformation auf Elementverformungen nach Gleichung 
(7.14) ergibt: 


-4,679 4,679 
0,313 0,313 
1 „3 1720,238 3 , [20,238 
u s=10° I----- u = 10 -- —-- 
0 = 0 
0 0 
0 0 
-4,679 ) 
0,313 0 
2 „3 |720,238 0 
Eee kenne Pre] ER FENEEPEEREE = 
= 4,679 0,0099 
0,313 8,1040 s 
20,238 -0,7354 


Dimension [rad, m] 


Damit können die Stabendkräfte mit den Gleichungen (7.15) 
und (7.21) bestimmt werden: 


21,62 -37,50 

37,50 21,62 

1 5 70,54| _, er 70,54 
5 % = 5 5 = 
= =  |-21,62] = 37,50 
-37,50 -21,62 

37,56 37,56 


Dimension [kN, kNm] 
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+2 RN 
S erhält man aus 


—+2 
& Dimension [kn, kNm ] 


7.3 Zwangsverformungen der Lager 

Bei der statischen Berechnung größerer Tragwerke ist häufig 
der Lastfall "Stützensenkung", "Widerlagerverschiebung" 
oder "Widerlagerverdrehung" zu berücksichtigen, Mit diesen 
Lastfällen soll der Einfluß einer vorgegebenen Knotenver- 
formung (Zwangsverformung) auf das Tragwerk erfaßt werden, 
Die Ursache solcher Zwangsverformung sind üblicherweise 
Setzungen des Baugrundes, Die Zwangsverformungen können je- 
doch auch als Verschiebungswege von Hubvorrichtungen vorge- 
geben sein (Bild 7.9). 


a Zwangsverdrehung an 
einer Einspannstelle 


Stützensenkung eines Durchlauf - 
trägers - Baugrundsetzung 


@: bekannt 
M - unbekannt 


Montagelager, Anheben im 
Freivorbau einer Brücke 


Bild 7.9 Beispiele für Zwangsverformungen 
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Zusammenfassend führen wir folgende Bezeichnungsweise ein: 


Definition 7.3: Zuwangsverformungen r,„ sind vorgegebene (be- 


kannte) Verformungen des Tragwerkes, 


In Richtung der Zwangsverformungen können sich die äußeren 
Kräfte (Lagerreaktionen) frei einstellen (vgl. Def. 4.2). 
Diese Lagerreaktionen werden mit R, bezeichnet. Für die Be- 
rechnung wird in Richtung aller Verformungskomponenten, al- 
so auch in Richtung der bekannten Zwangsverformungen, die 
Grundgleichung des Weggrößenverfahrens formuliert: 


Kıı Kıal Ir R 
Kaı Ka2| |r, R, (7.23) 


Die Gesamtsteifigkeitsmatrix 


Kıı Kıa 


ke 
zZ Kaı Kaa (7.24) 


ist dieselbe wie für ein Tragwerk mit bekannten Knotenla- 


aryT- B | 


und Knotenverformungen 


ae B =] 


Ohne Einschränkung der Allgemeinheit wird jedoch davon aus- 


sten 


gegangen, daß im Vektor der Knotenverformungen r* die unbe- 
kannten Verformungskomponenten r, vor den bekannten Kompo- 
nenten r,; angeordnet sind, Damit sind auch die Untermatri- 
zen Kj nach (7.24) in der Gesamtsteifigkeitsmatrix K fest- 
gelegt. 


Gleichung (7,23) ist ein System von zwei gekoppeiten Matri- 
zengleichungen. 
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Die einzelnen Gleichungen sind: 


Kıı 


I 


+ Kıa 


[e} 
' 


Rn (7.25) 


Kzı L + Kıa Lz “RR, . (7.26) 


6-6 
Wegen der Symmetrie (vgl. (5-47)) von K gilt: 
N 
21- (7.27) 


Aus (7.25) können die unbekannten Knotenverformungen be- 
stimmt werden; man erhält: 


Kr BE a Be Kia, (7.28) 
oder reKiliR-Kor,). (7.29) 


Üblicherweise wird jedoch die Lösung des Gleichungsystemes 
(7.28) der Inversion von Kır und der nachfolgenden Bildung 
des Matrizenproduktes vorgezogen. 
Durch Einsetzen der Lösung r in (7.26) erhält man die unbe- 
kannten äußeren Kraftgrößen R, als Lagerreaktionen in Rich- 
tung der vorgegebenen Zwangsverformungen. 
Die Berechnung der Stabendkräfte erfolgt mit den Knotenver- 
formungen 

erT- let ei] (7.30) 


nach dem Weggrößenverfahren. In den diesbezüglichen Glei- 
chungen des Weggrößenverfahrens (Kapitel 6) ist r durch r 
zu ersetzen; die einzelnen Matrizen sind durch den Aufbau 
der Gesamtsteifigkeitsmatrix K nach (7.24) bekannt. 

Der Rechengang wird durch das folgende einfache Beispiel 
verdeutlicht. 


Beispiel 7.4: 

Für den in Bild 7.10 dargestellten einhüftigen Rahmen wer- 
den die Knotenverformungen für eine Stützensenkung des Kno- 
tens 3 um 0,5 m berechnet. 
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7 2 
EI 6,3-10  kNm 


]a-05m y 
EA 


& 
2,52°-10 kN 


Bild 7.10 Einhüftiger Rahmen mit Stützensenkung 


Die Steifigkeitsmatrix stellt man mit einem der in Ab- 
schnitt 6.2 oder 6.3 beschriebenen Verfahren auf: 


6,384 0 15,12, 0 0 

2,296 -6,72 1-1,792|-6,72 
6 | l 

K=10 84 16,72 1%16,8 
symmetrisch | 1,792, 6,72 
-b- --—- -h- — —-- 
i 1 33,6 

r2% r2, 85 r3,=r, 03 


Durch Umordnung wird der Freiheitsgrad der Zwangsverschie- 
bung der letzten Zeile und Spalte von K zugeordnet, Die 
Einteilung entsprechend Gleichung (7.23) ergibt: 


6,384 0 15,12 0 | 0 

2,296 -6,72 -6,721-1,792 

6 n 

K=10 84 #16,8| 6,72 
symmetrisch 33,6 6,72 

_ —- + -——- 

I 1,792 

r2y r2; 03 93 r3,=r, 
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Für den Lastvektor nach Gleichung (7.28) erhält man mit 
r, = 0,5 m und R=0: 
0 
& | 0,896 
R-Kız r, = 10 Dimension [kKN, kNm] 
-3,360 
-3,360 


Die Lösung des Gleichungssystemes (7.28) ist: 


0,0754 ra, 
0,1229 r2 
De = Dimension [m] 
-0,0319 PP 
-0,0595 &3 


Die Stabendkräfte werden mit r* nach Gleichung (7.30) be- 
rechnet, 

Die Berechnung nach dem Weggrößenverfahren ist unabhängig 
von der Redundanz des Tragwerkes. Vorausgesetzt wird nur, 
daß die Knotenverformungen linear unabhängig sind. Mit Be- 
zug auf die Berechnung mit Zwangsverformungen bedeutet 
dies, daß das Tragwerk unverschieblich sein muß. Es muß 
sich also eine nichtsinguläre Matrix Kıı ergeben (vgl. 
(7.23)). 

Mit dem Weggrößenverfahren können auch statisch bestimmte 
Tragwerke mit Zwangsverformungen berechnet werden. Die Be- 
rechnung mit Zwangsverformungen in einem statisch bestimn- 
ten Tragwerk ist jedoch nicht sinnvoll, denn es gilt 


Satz 7.2: In einem statisch bestimmten System entstehen 
durch Zuangsverformungen der Auflager keine Schnittgrößen, 


Ein statisch bestimmtes Tragwerk wird nämlich durch einen 
zusätzlichen Freiheitsgrad der Verformung zu einer kinema- 
tischen Kette. Die Stabelemente einer kinematischen Kette 
verhalten sich wie starre Körper und übertragen keine inne- 
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ren Kräfte, 

Dieser Zusammenhang ist in Bild 7.11 an zwei Beispielen 
- einem Dreigelenkbogen und einem statisch bestimmten 
Durchlaufträger (Gerberträger nach A. Gerber 1832-1912) - 
dargestellt, 


unverformt 


== Zwangsverformung 


Zwangsverformung 


kinematische Kette 
Dreigelenkbogen Gerberträger 


Bild 7.11 Zwangsverformungen statisch 
bestimmter Stabtragwerke 


Aufgaben: 


7.1 Für ein Element mit einem Momentengelenk im Innern ist 
der Vektor der Stabendkräfte 3} nach dem in Abschnitt 
7.1 beschriebenen Verfahren für eine konstante Strek- 
kenlast zu bestimmen. 


q ei 
il >Rs 
x" r zi 
5 = R i 
zZ 
EI = const. 


EA = corst 
F a.—- b 2 
Ei 


7.2 Für den dargestellten Rahmen ist der Vektor der Ersatz- 
knotenlasten aufzustellen. Die Schnittgrößen sind zu 
ermitteln und graphisch darzustellen. 
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7.3 


7.4 


7.5 


1KN/m 


4074 him? 
598500 kN 


m m 
> H 
[] u 


2.5m-le 2,5n-1e2,5m--2.5m-| 


Für ein Element mit Momentengelenk im Innern ist der 
Vektor der Vorverformungen u und der Stabendkräfte Ei 
nach dem in Abschnitt 7,2 beschriebenen Verfahren für 
eine konstante Streckenlast zu bestimmen (siehe Aufgabe 
7.1). 

Der Rahmen von Aufgabe 7.2 ist über Vorverformungen zu 
berechnen. 

Der Rahmen von Aufgabe 7.2 ist für eine zusätzliche 
Zwangsverdrehung des Lagers 1 um 10° entgegen dem Uhr- 
zeigersinn zu berechnen, 
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8 Die Berechnung von Einflußlinien nach 
dem Weggrößenverfahren 


Viele Tragwerke werden durch Lasten beansprucht, die in ei- 
nem festgelegten Bereich zeitlich ihren Angriffspunkt än- 
dern. Die Verteilung und der Wirkungssinn der Lasten blei- 
ben hierbei erhalten. 


A Ansıcht A-A 


Last 


Fan 


Halle mit Kranbahn 


Stabbogenbrucke 
t Eisenbahnbrücke ] 


Schwerlast - 
wagen 


Schragseilbrücke 


Bild 8.1 Tragwerke mit beweglicher Belastung 


Beispiele solcher Tragwerke sind in Bild 8.1 dargestellt; 
es sind dies Krankonstruktionen mit planmäßig veränderli- 
cher Laststellung, Kranbahnen in Ha!lentragwerken und Brük- 
kentragwerke des Straßen- oder Eisenbahnbaus mit Verkehrs- 
lasten. 
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Durch die beweglichen Lasten werden dynamische Kräfte her- 
vorgerufen. Im allgemeinen können diese Kräfte durch eine 
Erhöhung der statischen Belastung und durch eine Abminde- 
rung der zulässigen Spannungen genügend genau erfaßt wer- 
den. In diesen Fällen ist eine Berechnung mit quasi-sta- 
tischer Belastung zulässig. Eine Berechnung nach den Ver- 
fahren der Baustatik, die wir bisher kennengelernt haben, 
würde jedoch wegen der veränderlichen Laststellungen einen 
erheblichen Aufwand verursachen, 

Bei einer Berechnung mit Eirflußlinien läßt sich der Re- 
chenaufwand reduzieren, Diese Berechnungsverfahren sind 
Gegenstand der folgenden Abschnitte. 


8,1 Grundlagen des Rechnens mit Einflußlinien 


Die Berechnung erfolgt im wesentlichen in zwei Schritten: 
Zunächst ersetzt man die bewegliche Lastgruppe (Lastenzug) 
durch eine gleichgerichtete Einheitskraftgröße, durch eine 
"wandernde Einheitslast". Der Einfluß dieser Einheitslast 
auf eine Kraft- oder Verformungsgröße wird durch die Fin- 
flußlinie ausgedrückt. 

In einem zweiten Rechenschritt, dem Auswerten der Einfluß- 
linie, wird der Einfluß der beweglichen Lastgruppe unter 
Anwendung des Superpositionsprinzips mit Hilfe der Einfluß- 
linie berechnet, 

Die einzelnen Begriffe bedürfen einer Präzisierung. 

Der Bereich, den die bewegliche Lastgruppe überdeckt, be- 
zeichnen wir als Belastungsbereich. Der Belastungsbereich 
wird durch eine Folge von Elementnummern beschrieben, die 
den Weg des Lastenzuges kennzeichnen, Beispiele zur Be- 
schreibung des Belastungbereiches sind in Bild 8,2 darge- 
stellt, 

Die Belastung wurde bisher immer in globalen Koordinaten 
angegeben. Wiese Vereinbarung behalten wir auch für den La- 
stenzug bei. 
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Definition 8.1: Die Ordinaten des Lastenzuges sind den Ach- 
sen des globalen Koordinatensystems gleichgerichtet. Posi- 
tive Lastordinaten weisen in Richtung der positiven Achsen 
des globalen Koordinatensystems, 


Belastungsbereich 


2.®.©.® 


zu; Belastungsbereich 


u ueer.: ®.®8.©.©.® 


Bild 8.2 Belastungsbereich 


üblicherweise ist der Lastenzug durch Berechnungsvorschrif- 
ten festgelegt (Bild 8.3). Die Lastverteilung dieser beweg- 
lichen Lastgruppen ist nur für die Auswertung der Einfluß- 
linie von Bedeutung. Wir werden auf dieses Problem an spä- 
terer Stelle zurückkommen, 

Für die Berechnung der Einflußlinien ist die Festlegung der 
Einheitslast wichtig; hierfür gilt die 


Definition 8.2: Die Einheitslast ist die positive Einheit 
der Lastordinate des Lastenzuges, 


Beispiele für Einheitslasten sind in Bild 8.3 angegeben: 
Für einen Lastenzug aus Einzelkräften oder aus verteilten 
Kräften ist die Einheitslast eine Kraft vom Betrag 1. 

Für einen Lastenzug aus Einzelmomenten oder aus einer ver- 
teilten Momentenbelastung ist die Einheitslast ein Moment 
vom Betrag 1. 
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Schwerlastwagen Einheitslast 

(DIN 1072 ) 
Flächen =, 

lasten 


6 x 100 kN 


„Ss 11950)" - Eisenbahnbrücken 
Achslasten 
Meterlasten 


5x 250KN 104 kN/m 80 kim 


Bild 8.3 Beispiele für Lastenzüge und Einheitslasten 


Wir kommen nun zu einer ausführlichen Beschreibung der Ein- 
flußlinie. Im wesentlichen gibt es zwei verschiedene Typen 
von Einflußlinien, nämlich 

Einflußlinien für Weggrößen und 

Einflußlinien für Kraftgrößen. 
Weg- und Kraftgrößen sind punktweise in dem gesamten Trag- 
werk definiert. In unserer diskreten Betrachtungsweise sind 
die Kraftgrößen entweder Stabendkräfte oder Auflagerreak- 
tionen als Linearkombinationen von Stabendkräften. Die Weg- 
größen sind Knotenverformungen oder Linearkombinationen 
derselben, so z.B. bei Relativverformungen. 
Die Beschreibung einer Einflußlinie erfordert deshalb immer 
mehrere Angaben: 

die Weg- oder Kraftgröße, 

die Einheitslast und 

den Belastungsbereich im Tragwerk, 


Man spricht so z.B, von einer 


"Einflußlinie für eine Knotenverformung r; infolge einer 
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Einheitskraft (oder eines Einheitsmomentes) im Bereich B 
des Stabwerkes", 

oder von einer 

"Einflußlinie für eine Stabendkraft 5% am Element(k)infolge 
einer Einheitskraft (oder eines Einheitsmomentes) im Be- 
reich B”, 

Der Funktionswert einer Einflußlinie ist also eine Weg- 
oder Kraftgröße des Tragwerkes; die unabhängigen Variablen 
sind die Koordinaten des Angriffspunktes der Einheitslast 
im Belastungsbereich. Aus historischen Gründen wird die 
Einflußlinie, als graphische Darstellung des funktionalen 
Verlaufs, selbst als Funktion bezeichnet. Zusammenfassend 
gilt: 


Definition 8.3: Die Einflußlinie für eine Weg- oder Kraft- 
größe ist eine Funktion der Koordinaten des Belastungsbe- 
reiches, Die Funktionswerte sind die Werte der Weg- oder 
Kraftgröße die durch eine Finheitslast im Belastungsbereich 


auftreten. 


Zur deutlichen Unterscheidung der Einflußlinien von Zu- 
standsgrößen werden neue Bezeichnungen eingeführt: 

Eine Einflußlinie wird prinaipiell mit dem Buchstaben g be- 
zeichnet, 

Durch den Buchstaben g soll angedeutet werden, daß Einfluß- 
linien eigentlich Komponenten der Green'schen Funktion sind 
/11/. Dieser Zusammenhang wird hier nicht vertieft, 

Die Einflußlinie mit Beschränkung auf Teilbereiche D des 
Belastungsbereiches wird mit 9, bezeichnet. 

Die Teilbereiche sind die Elemente des Belastungsbereiches. 
Den funktionalen Charakter der Einflußlinie drücken wir 
durch Angabe der Variablen aus: Wir setzen 

g9(X) für die Einflußlinie im gesamten Bereich B und 

9;(X) für die Einflußlinie im Element (3). 


Es ist meist aus der Aufgabenstellung ersichtlich, für wel- 
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che Weg- oder Kraftgröße g ermittelt wird; wo dies nicht 
der Fall ist, und Verwechslungen möglich sind, ergänzen wir 
die Bezeichnungsweise auf sinnvolle Weise, so z.B. durch 


I,0r,) - für eine Weggröße B; oder 
= ck ir : % ak. 
3,1%,5,) - für eine Kraftgröße 5; im Element M. 
Die Einheitslast wird üblicherweise nur in der Aufgaben- 
stellung gekennzeichnet. 


8.2 Einflußlinien für Knotenverformungen 


Der Ausgangspunkt für die Berechnung ist die Grundgleichung 
des Weggrößenverfahrens (6.7): 


Kr=R. 
K ist symmetrisch und invertierbar, Die Inverse x der 
symmetrischen Matrix K ist wieder symmetrisch: 

BeeR (8.1) 


mit 8 >= 


[623 


Diese Symmetrieeigenschaft von 5 läßt sich mechanisch in- 
terpretieren. Wir betrachten hierzu die i-te Zeile von 
(8.1): 


et Ri + 6:2 Ra tee. rt 6,, Rn 


Für eine spezielle Belastung R; 


R. = . = Z Ur + j 
er hält man: 


nr di . 


Eine zweite Belastung R. ergibt 
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Aufgrund der Symmetrie ist 


also gilt auch für die Verformungskomponenten infolge von 


Einheitslasten: 
r.=r, (8.2) 


Dies ist die Aussage des Satzes von Maxwell /39/: 


Satz 8.1: Die Verformung r, eines elastischen Tragwerkes 
infolge einer Einheitslast Ba = 1 ist gleich der Verformung 
2 infolge einer Einheitslast R, =1 


Die Gültigkeit dieses Satzes haben wir hier anhand der Sym- 
metrie der Steifigkeitsmatrix gezeigt. Der übliche Beweis 
des Satzes erfolgt mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten; 
er wird hier als bekannt vorausgesetzt /39/. 
Selbstverständlich sind beide Betrachtungweisen identisch, 
da auch die Grundgleichung des Weggrößenverfahrens mit dem 
Prinzip der virtuellen Arbeiten aufgestellt wird, 

Einige einfache Beispiele zur Erläuterung des Satzes sind 
in Bild 8.4 skizziert. 

Eine Einheitslast R, = 1 (Bild 8.4 (a)) erzeugt die Ver- 
schiebung rs dieselbe Verschiebung Br erhält man 
durch eine Einheits]ast R; = 1. 

Im zweiten Beispiel (Bild 8.4 (b)) wird gezeigt, daß die 
Gleichung auch für Verschiebungen und Verdrehungen gilt: 
Ein Einheitsmoment R; = l erzeugt die Verschiebung rs die- 
selbe . Verschiebung r, = r, erhält man durch eine Einheits- 
last R; = 1. Hierbei ist r; eine Verdrehung und wird im Bo- 
genmaß (rad) angegeben. 

Am dritten Beispiel (Bild 8,4 (c)) wird die Gültigkeit für 
einen Trägerrost gezeigt. Der Satz von Maxwell gilt für al- 
le linearen Tragwerke, so z.B, auch für Schalen und Konti- 
nua mit linear-elastischem Werkstoff und kleinen Verformun- 
gen. 
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(a) 


(b) 


(ce) 


Bild 8.4 Beispiele zur Erläuterung des 


Satzes von Maxwell (Satz 8.1) 


Der Satz von Maxwell ist die Grundlage für die Berechnung 
von Einflußlinien, 

Wir erläutern den Gedankengang, der zur Berechnung von Ein- 
flußlinien mit Hilfe des Satzes von Maxwell führt, zunächst 
an einem Beispiel (Bild 8.5). 


Beispiel 8.1: 

Es wird die Ermittlung der Einflußlinie für eine Weggröße 
r; in einem Zweifeldträger gezeigt. Die Einheitslast ist 
eine Einzelkraft. 

Der Belastungsbereich wird durch 8 Elemente beschrieben. 
Die Verformungen für die einzelnen Laststellungen sind in 
Bild 8.5 qualitativ skizziert, Die Verformungswerte in 
Richtung von r; bezeichnen wir mit LeE) k ist der Bela- 
stungspunkt. 
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Inszidenztafel: 


Laststellungen 


3 8 7 6 2) [3 3 2 1 


| —— — 


N Bi IE RAR ER 2 
OHDHOFOI@YDH@YD® 3 
gi = = 4 

5 

Biegelinie der Laststellungen 6 
5, 4 7 

8 

9 


73 Einflußlinie = Biegelinie 
8,,-0 [ = a 
en ren g91(0) = 517 (=871) 
0 7 On” 975 e 
ä 92(0) = 657 
On g3(0) = 537 
©® = 
&79 = 0 as: gu(0) = 847 
dar der 57 d, d,, ö g5(0) = 857 
d,, ö,, 6, 8, 0) = rn 
— Einfluflinie 960) a. 
ee 97(0) = 877 
Elementlängen : (= g5(0) = 897 
gall) = 897 


Bild 8,5 Beispiel zur Ermittlung einer Einflußlinie 


Mit dem Satz von Maxwell erhält man die Verschiebung 
871 = 0 entweder als Verschiebung im Punkt 7 infolge einer 
Last 1 im Punkt 1 oder als Verschiebung im Punkt 1 infolge 
einer Last 1 im Punkt 7. 

Der Wert g,(0) der Einflußlinie im Punkt 1 ist also gleich 
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67, und identisch mit dem Wert der Biegelinie im Punkt 1 
infolge einer Last 1 im Punkt ?, 

Dieselbe Überlegung gilt für alle anderen Laststeilungen; 
so erhält man z.B. 875 entweder als Verschiebung im Punkt 7 
infolge einer Last 1 im Punkt 8 oder als Verschiebung im 
Punkt 8 infolge einer Last 1 im Punkt 7, 

Die Biegelinie des Trägers infolge einer Last 1 im Punkt 7 
ist damit gleich der gesuchten Einflußlinie, 

In allgemeiner Form kann der Zusammenhang zwischen dem Satz 
von Maxwell und den Einflußlinien für eine Weggröße wie 
folgt ausgedrückt werden; 


Satz 8.2: Die Einflußlinie für eine Weggröße glz,r,) infol- 
ge einer wandernden Einheitslast in x (variabel) ist iden- 
tisch mit der dieser Einheitislast gleichgerichteten Verfor- 
mung des Belastungbereiches, die sich unter der ortsfesten 
Belastung R, = 1, (R; = 0 für i # j) einstellt, 


Damit ist die Berechnung von Einflußlinien für Weggrößen 
auf eine Verformungsberechnung zurückgeführt. 

Zur näheren Erläuterung geben wir einige Beispiele (Bild 
8.6) an. 

Die Berechnung der Einflußlinien für Weggrößen ist eine 
Verformungsberechnung und besteht damit bekanntlich (vgl. 
Biegelinie) aus zwei Teilen: 

Im ersten Schritt werden die Knotenverformungen r des Trag- 
werkes berechnet, 

im zweiten Schritt die Verformungen der Stabelemente als 
Funktion der Elementkoordinaten. 

Die Berechnung der Knotenverformungen r infolge der Bela- 
stung Ri = {R, = 1, R, = 0 für j # i} erfordert eine Lösung 
des Gleichungssystems 


Kr. (8.3) 


Damit sind die Stützstelien der Einflußlinie bekannt: Es 
sind die zur wandernden Einheitslast korrespondierenden 
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voriobet | 4 voriabel 1 


a Zn ce 


gesucht: gix.r,) 


Pe an‘ 


T, Berechne Verschiebung in in Berechne Verdrehung in 
“ Richtung der wandernden | Richtung des wandernden 
Einheitskraft Einheitsmomentes 


— ng 


Belustungsbereich : Berechne Verschiebung der 
[OIOLOIO] Etemente io) © & iO) 
in Richtung der wondernden 
Einheitskraft 


Bild 8.6 Beispiele zum Berechnungsverfahren 
für Einflußlinien für Weggrößen 


Knotenverformungen im Belastungsbereich, 
Die Berechnung der Einflußlinien zwischen den Knotenpunkten 
der Stabelemente kann über die Integration der Grundglei- 
chungen der Balkentheorie erfolgen. 

Die hierzu erforderlichen Randbedingungen der Verformungen 
sind die Knotenverformungen oder auch die Komponenten u 


(globale Koordinaten) der Stabendverformung, die man aus 


erhält. 

Für die Berechnung der Verformungen in den Elementen ©) 
des Belastungsbereiches werden aus u die Elementvektoren u 
ausgewählt, 

Die Einflußlinie wird mit den Stabendverformungen in Rich- 
tung der wandernden Einheitslast (also in globalen Koordi- 
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naten) und mit den Verdrehungen analog zu der Berechnung 
der Biegelinie (Abschnitt 5.4) ermittelt, Die Einflußlinie 


ist ein Polynom dritter Ordnung; für Yrdpmchh Ylrtedı x ct Lahelı 


x Kayrıkmrh she 3 _2 
1;0r;) SCH HN HH +,» (8.4) 


Für das ebene Stabelement ©) des Belastungsbereiches gel- 
ten folgende Randbedingungen: 


9,10,r,) = un 

9.(£.,r,.) = U; 

a (8.5) 
-9;(0,r;) = u3 
ltr) ul. 

Für die Konstanten C,y, ..., C, erhält man (vgl. (5,.22)): 


rat) Wr uhese, 


C2 = (ul = uB)/(2L,) - 1,5 C, t; D 

R (8.6) 
Cz = -u] ’ 
Cy = u3 . 


Der Extremwert (Maximum oder Minimum) in einem Element kann 
über die Nullstellen der ersten Ableitungen der Einflußli- 
nie berechnet werden, Extremwerte für 9; ergeben sich ent- 
weder in 


= 2 
“72 = (702 #2 - 36, C3)/(3C,) , 


U<X < £; » 0 <R%,< e; ’ 


(8.7) 


oder in den Randpunkten des Elementes. 

Die Berechnung einer 

Einflußlinie für eine Knotenverformung r, infolge einer 
wandernden Einheitslast 


| 
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ist im folgenden zusammenfassend dargestellt: 
(1) Festlegung des Belastungsbereiches als Folge von Ele- 
mentnummern; 
(2) Festlegung des Lastvektors R fürkr = R, 
(R; =41, R; =0 für j#+i), R, ist die zu r, korres- 
pondierende Kraftgröße; 
(3) Verformungsberechnung - Berechnung der Lösung r von 
Kreß 
(4) Bestimmung der Elementverformungen aus u mit u = Di rs 
(5) Berechnung der Einflußlinie in Abhängigkeit der loka- 
len Koordinate % in den einzelnen Stabelementen als 
Biegelinie unbelasteter Stabelemente mit Randverfor- 
mungen, Die Randverformungen sind Komponenten von u. 


Wir erläutern diesen Rechengang an einem Beispiel. 


Bild 8.7 Rahmensystem mit wandernder Einheitslast 


Beispiel 8.2: 
Für das in Bild 8,7 dargestellte Stabtragwerk ist die Ein- 
flußlinie für die Verdrehung r, des Knotens 6 zu ermitteln. 


Die korrespondierende Knotenlast ist das Einheitsmoment im 
Knoten 6 (R, = 1). 

Mit der in Bild 8.7 angegebenen Numerierung werden die Ko- 
ordinatentafel und die Verknüpfungstafel aufgestellt. 
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Koordinatentafel 


0 5 


oo ne woD_Rr 


Verknüpfungstafel 


c0sa= Kurz )ik; ; 
sina (2172, )/8, 


Nach dem in Kapitel 6,3 beschriebenen Verfahren kann die 
Gesamtsteifigkeitsmatrix K gebildet werden: 


I* 
u 


ee a her A ee 


| kastkas 
Gesamtsteifigkeitsmatrix: 
I} I ı 
19.2 0 48-0 0 07] 1 
) 
202,4 a2 0 -2,4 -12] o | N) 
o 12 sol ! 
==. _ -- -—-  -.-.-- - —- - - -. 
1202,48 0 12] -10 0 07, 
104,8 0 02,4 -ıal 0 
K=-10 201 0 12 Hol 
202,2 0 121-100 0 0 
symmetrisch 100,8 01 0-24 -ı2 


202,4 -12 
240 
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Lastvektor: 


R'=|o 0 0:0 0 12:0 0 010 0 0]. 


Die Lösung des Gleichungssystems (6.7) ergibt für die Kno- 
tenverformungen r: 


-4,271 Ysx 
2,268 rs, 
-6,485 5 
-8,204| |rs, 
-0,179 re, 
s | 44,768 96 
r=10° |----- = I--- Dimension [rad, m] 
-6,962 17% 
-4,855 r7, 
-7,528 95 
-6,790| re, 
0,249 re, 
2,357 09 


Für die Ermittlung der Biegelinie nach Kapitel 5.4 bleiben 
die Knotenverformungen in x-Richtung unberücksichtigt. Der 
Lastbereich erstreckt sich über die Elemente @r © und 
Aus r können die Elementverformungen u mit Gleichung 
(5.16) berechnet werden: 
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Für das Element (2) werden die Konstanten C1, ..., C, für 
die Einflußlinie nach Gleichung (8.6) ermittelt: 


Cı = (2(2,268+0,179)-10(-6,485+44,768))10”8/1000 


-0,37794-.10°® „ 


{(-6,485-44,768)/20+15-0,37794)10°® = 3,1064.10”8 , 


C, 
Cz = 6,485:10°8 , 


2,268-.10°8 . 


un 


Cy 


Die Einflußlinie in Element ©) ergibt sich nach Gleichung 
(8.4) zu: 


3 2 u = 
92(Xsrs) = (-0,37799% +3,1064% +6,485%+2,268)10”8 


Die Einflußlinien in den Elementen (4) und (6) werden ana- 
1og bestimmt: 


= 223: Per} is = 

94 (Xırs) = (-0,36305% +8,0605% -44,768%-0,179)10”8 , 
Ps FR: 2: en = 

96 (X,re) = (0,04150% -1,11678% +7,528%-4,855)10°® . 


In Bild 8.8 ist die Einflußlinie graphisch dargestellt. 


Lostenzug ım Bereich 5 - 6 


Laststellungen für \ 
r maximale Verdrehung, ad dr 


05 05 |10kN 


6 [Knotennr.} 


Takdır 10° 
Dimension [1/KkN] 


Bild 8.8 Einflußlinie g(x,rg) für die 
Verdrehung des Knotens 6 
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Im folgenden zeigen wir für zwei Lastenzüge die Auswertung 
der in Bild 36 dargesteilten Einflußlinie., 

Ei 
Beispiel 8.3: 
Es ist die maximale Verdrehung r, des. Knotens 6 (Bild 8.7) 
für die Lastenzüge (a) und (b) (Bild 8,9) im Element ©) 
gesucht. 


Lostenzug (a) Lastenzug (b} 
1.OKN 


1,0KN 
0,5KN QSKN 


a nl m nt — un -— 


Bild 8.9 Lastenzüge 


Die Einflußlinie für r, infolge einer wandernden Einheits- 
kraft, die den Lastordinaten dieser Lastenzüge gleichge- 
richtet ist, wird in Beispiel 8.2 berechnet, Wir übernehmen 
diese Ergebnisse und zeigen im folgenden die Auswertung der 
Einflußlinie. 


Nach Beispiel 8.2 ist 
_3 id = = 
92(Xsrs) = (-0,37794% +3,1064%X +6,485x+2,268)10 (8.8) 


Für eine Kraft R in 0 < X, < £2, die der Einheitskraft 
gleichgerichtet ist, gilt: 
re = Rrga(X,ore) » 
Für den Lastenzug (a) gilt entsprechend (Superposition): 
r& = 0,5 92(K,»re) + 0,5 92 (X,t2ır6) + 1,0 92(Xyt4sr6) £ 
%: X,+2 x,r4 sind die Angriffspunkte der Kräfte des La- 


Stenzuges (a). Durch Einsetzen in die Einflußlinie erhält 
man: 


3 Por} = er 
v6 = (-0,75588X, + 0,54370%, + 23,625X, + 67,176)10°° . 


8.2 Einflußlinien für Knotenverformungen 167 


Gesucht ist das Maximum von rg. Durch Nullsetzen der ersten 
Ableitung ergibt sich: 


X = 3,48 m mit max(rg) = 1,24-10”® 


d. 
ö ra 


Es muß geprüft werden, ob für diesen Wert alle Lasten im 
Bereich des Elementes 0) stehen: 


X, +4=3,48+4< 10 [Im] . 


Die Laststellung ist in Bild 8.8 eingetragen. 
Für den Lastenzug (b) ist die Berechnung aufwendiger. Zu- 


nächst ist der Lastenzug als Funktion von X und # darzu- 
stellen (Bild 8.9). Der Wert einer Lastordinate n ist 


= = RER: 


E-R 
o 


Die Verdrehung r, unter dem Lastenzug erhält man als Inte- 
gral: - 


Q . 
RE I nlRR) 92lkıre) dR (8.9) 


Durch Einsetzen von (8.8) und n ergibt sich: 


x_+4 
a ee —3 —2 a = 
rg = — fix = X CıX + CoX +C3X + C,)dx (8.10) 
4 = 
X 
mit C, = -0,37794 „ Cz = 3,1064 , 
C3 = 6,48500 ,„ C, = 2,2680 


nach Beispiel 8.2, 

Die Berechnung des Integrals führt auf ein Polynom 5. Ord- 
nung. Gesucht ist der Wert 0 < %, <6 m, bei dem das Ma- 
ximum von rg, erreicht wird. Die obere Grenze von Kr wird 
auf 6 m beschränkt, da nur in diesem Bereich der gesamte 
Lastenzug im Element [O) steht, 


Das Integral (8.10) wird für eine Reihe von Punkten Koi mit 
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festem Abstand berechnet. Der Maximalwert von r, wird durch 
Intervallschachtelung ermittelt. Man erhält die Lösung: 


% = 3,59 m mit max({re) = 1,37.10”® 


6 rad 


Es muß geprüft werden, ob die Last im Bereich des Elementes 
©) steht: 


R,+4=3,59 +4< 10 In]. 


Die Laststellung ist in Bild 8.8 eingetragen. 

Anmerkung: Die Berechnungen sind, selbst bei diesen einfa- 
chen Lastenzügen, sehr aufwendig, In der Praxis behilft man 
sich vielfach durch Abschätzen der Laststellungen anhand 
von genauen, maßstäblichen Darstellungen der Einflußlinie. 
Die zeitgemäße Auswertung von Einflußlinien erfolgt mit 
Computerprogrammen: Der Lastenzug wird systematisch, in In- 
tervallen von %, über den Bereich B verschoben, Die Last- 
stellungen für die Extremwerte werden durch Intervall- 
schachtelung berechnet. Die meisten Integrale werden mit 
numerischen Integrationsverfahren approximiert. 


8.3 Einflußlinien für Relativverformungen 


Bei verschiedenen Tragwerken müssen zur Gewährleistung der 
Brauchbarkeit die gegenseitigen Verformungen gewisser Kno- 
tenpunkte eingeschränkt werden. Dies kann z.B, im Gelenk- 
punkt einer Brücke (Bild 8.10) der Fall sein. Ursache der 
Einschränkung ist in diesem Fall die konstruktive Ausbil- 
dung des Gelenkes: Bei der Überschreitung der maximal zu- 
lässigen Verformung würde das Gelenk zerstört oder die Ge- 
lenkwirkung aufgehoben, Die Berechnung muß deshalb den 
Nachweis erbringen, daß die gegenseitige Verdrehung in je- 
dem Lastfall kleiner ist als eine zulässige Verdrehung 
max yp. 

Gegenseitige Verformungen von Knotenpunkten oder gegensei- 
tige Verdrehungen von Stäben sind Relativverformungen. 
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Durchiaufträger ! 


Bild 8.10 Beispiel zur Einschränkung einer 


gegenseitigen Verformung 


Wir bezeichnen eine Relativverformung mit d. Sie läßt sich 
als Linearkombination der Knotenverformungen darstellen: 


d=sar tfı taa ra +... + u de 


oder d=a'r. (8.11) 


Mit den Konstanten a; wird die Relativverformung beschrie- 
ben; diese Konstanten ergeben sich aus den Systemeigen- 
schaften. Die Ermittlung der °; wird anhand von Beispielen 
erläutert (s.u.). Wir nehmen zunächst an, die a; seien be- 
kannt. 

Aus der Linearität des Tragwerkes folgt unmittelbar 


Satz 8.3: Die Einflußlinie eines Traguerkes ist eine Line- 


are Funktion in den Verformungsgrößen: 


gix,r;) + ıur,) = alxır#r,) 


und I9(X%,a;r;) =a, glX%r,) » (8.12) 


Damit ergibt sich g(x,d) durch Superposition der einzelnen 
Einflußlinien nach (8.11): 


Rd) man glKrı) Hrn tan IK) (8.13) 


Eine direkte Berechnung durch Superposition wäre zu um- 
ständlich, da mehrere Einflußlinien zu berechnen wären. 


170 8 Die Berechnung von Einflußlinien ... 


Dies ist jedoch nicht erforderlich, denn es gilt: 


Satz 8.4: Die Knotenverformungen r für die Berechnung einer 
Binflußlinie g(x,d}) mit 


d=oa,rı + ra tr... + 
RL a 2 Ze nn 


erhält man aus 
Kr=sasR. (8.14) 


Diese Aussage ist eine direkte Folgerung aus den Sätzen 8,2 
und 8.3. 


Die weitere Berechnung der Einflußlinie erfolgt wie in Ab- 
schnitt 8.2 über die Knotenverformungen (Elementverformun- 
gen). 

Wir erläutern die Berechnung durch einige Beispiele. 


Bild 8.11 Verdrehung eines Fachwerkstabes 


Beispiel 8.48: 

Gesucht ist der Lastvektor R für die Berechnung einer Ein- 
flußlinie für eine Stabdrehuhng des Stabes (5) (Bild 8.11). 
Die Lösung kann aus Bild 8.11 direkt abgelesen werden; es 
ist 


R, = 1/h ; R, = -1/h 


und Rk = 0 für alle übrigen Lastkomponenten, 


Beispiel 3.5: 

Gesucht ist der Lastvektor R für die Berechnung einer Ein- 
flußlinie für die gegenseitige Verdrehung in einem Gelenk 
(Bild 8.12). 
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EI= konst. 
für alle Stäbe 


} Pekrk 
! dh; ' 
a 4 Ersatz&ystem 
i 
d, 


Bild 8.12 Gegenseitige Verdrehung in einem Gelenk 


& ae dm Ar dar leg. Pax hr gehend; ee 
ee Ersatzsystem betrachtet. Für eine Gelenk- 
versehteing Fir erhält man: 


dı 


Pin THU TE - NITel, 


da = Lö rglla „INH, -OE TE 


Die gegenseitige Verdrehung im Ersatzsystem ist 


d' = -dı + dy Ay 
era ig ER 
Im Gesamtsystem ee zu berückstch- 
; ; 15 | 
tigen: 5 ntnStraslz r if“ = 051g 
d= er ern : 
Damit ist dr 
Pi 0 „ET es 
2. ‚A u: WAAR Warn. Benz ;hgs 
; 15 (43% 
Alle übrigen BINAA 6 sind Null. 
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Um Wiederholungen zu vermeiden, verzichten wir hier auf die 
vollständige Berechnung einer Einflußlinie für eine Rela- 
tivverformung. Die weiteren Rechenschritte sind in 8.2 aus- 
führlich dargestellt. 


8.4 Einflußlinien für Schnittgrößen 


Schnittgrößen sind innere Kraftgrößen (vgl. Abschnitt 3.1); 
aufgrund des Gegenwirkungsprinzips (vgl. Abschnitt 4.1) 
treten in einem Schnitt durch einen Stab gegengleich große 
Schnittkräfte auf. Einer Schnittgröße ist deshalb eine Re- 
lativverformung d der Schnittufer zugeordnet (Bild 8.13). 


fa)  ... |... Schnitt Ib) = S @ EEE 


Relativverformung d 


korrespondierend zu M, und M,„ Schnittgrößen, ebener Stabelemente 


Bild 8.13 Schnittgrößen und korrespondierende 


Relativverformungen 


Wir bezeichnen hier die Schnittgröße, deren Einflußlinie 
gesucht ist mit s(x,)» die Einheitslast mit P und die dazu 
korrespondierende Verformung mit v(x,). 


Für eine virtuelle Verrückung d gilt mit der inneren Arbeit 
T- 
Su 


Daraus folgt für P = 1: 


m 
[> 
= 
= 
M 
[221 
ı 
r 
< 
>= 
+ 
I® 
l= 


y(x) 
Diese sehr wichtige Aussage wird ausgedrückt durch 


Satz 8.5: Die Einflußlinie für eine Schnittgröße g(x,3) in- 
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folge einer wandernden Einheitslast in x (variabel) ist 
identisch mit der Summe aus der zur Einheitslast gleichge- 
richteten Verformung des Belastungsbereiches und der nega- 
given inneren Arbeit, die sich unter einer zu S korrespon- 


dierenden Relativverformung d = -1 einstellen. 


Eine Relativverformung d = -1 kann nur dann vorgegeben wer- 
den, wenn ein zusätzlicher Freiheitsgrad der Verformung 
eingeführt wird. 
Durch einen zusätzlichen Freiheitsgrad verringert sich die 
Redundanz des Stabwerkes um eins. Die Berechnung von Ein- 
flußlinien für Schnittgrößen auf der Grundlage von Satz 8.5 
wird deshalb auch als 
"Berechnung von Einflußlinien am (n-1)-fach statisch unbe- 
stimmten Tragwerk" (n: Redundanz) bezeichnet, 
Im Falle n = O0 (statisch bestimmt) führt die Anwendung zu 
Stabtragwerken mit einem Freiheitsgrad der Verformung - zu 
kinematischen Ketten mit einem Freiheitsgrad (vgl. Abschn. 
7.3). Daraus folgt: 
Die Einflußlinie für eine Schnittgröße (Stabendkraft) 
eines statisch bestimmten Tragwerkes ist eine be- 
reiehsweise lineare Funktion der Koordinaten des Be- 
Lastungsbereiches, 
Bei einem statisch bestimmten Tragwerk kann deshalb die 
Einflußlinie für eine Schnittgröße aus den Koordinaten des 
Belastungsbereiches berechnet werden. 
Eine wesentliche Anwendung des Satzes 8.5 ist die qualita- 
tive Ermittlung von Einflußlinien. Die Verformungen infolge 
einer Relativverformung d können gut abgeschätzt und als 
Rechenkontrolle betrachtet werden. Beispiele für den quali- 
tativen Verlauf von Einflußlinien sind in Bild 8.14 darge- 
stellt. 
Für die Berechnung von Einflußlinien mit dem Weggrüßenver- 
fahren ist die Anwendung des Satzes 8.5 nur auf indirektem 
Wege sinnvoll. Dies erkennt man aus folgender Überlegung: 
Einflußlinien werden üblicherweise zusammen mit Schnittgrö- 
ßen berechnet. Für die Berechnung der Schnittgrößen muß die 
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kinematische \ 
Kette 


Bild 8.14 Beispiele zur qualitativen Ermittlung 
von Einflußliinien für Schnittgrößen 


Gesamtsteifigkeitsmatrix K berechnet werden. Die Besetzung 
von K erfordert ca. 10 bis 30 % des gesamten Rechenaufwan- 
des. Man wird also jede Änderung des Systems und auch der 
Gesamtsteifigkeitsmatrix vermeiden, wenn zusätzlich zu ei- 
ner Berechnung von Zustandslinien noch Einflußlinien zu be- 
rechnen sind. Aus der Berechnung der Zustandslinien ist 
auch die Dreieckszerlegung von K bekannt, und es ergibt 
sich eine weitere, beträchtliche Ersparnis an Rechenopera- 
tionen (Größenordnung n für Kaxn)' 

Zur Berechnung der Einflußlinien am ursprünglichen System 
wird von Vorverformungen ausgegangen (Abschnitt 7,2), Wir 
beschränken uns auf die Berechnung der Einflußlinien für 
Stabendkräfte und erläutern die zugrundeliegende Vorstel- 
lung zunächst an einem Beispiel (Bild 8.15). 
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{o) Vorverformung : j (b) Gesamtver formung 
virtuelle Verformung 


Einflunlinie gix,5’) 


Bild 8.15 Einflußlinie für eine Stabendkraft 


Wir gehen von einer Vorverformung u, = -l aus (siehe Satz 
8.5). Diese Vorverformung kann man sich durch Stabendkräf- 
te erzeugt denken, die ein Gleichgewichtssystem bilden. 
Diese Stabendkräfte wirken als Reaktionen auf das Tragwerk 
und erzeugen elastische Verformungen (Bild 8.15 a). Die 
Summe aus den elastischen Stabendverformungen und den Vor- 
verformfügen ergibt die Gesamtverformung. Der Winkel, den 
die beiden Stäbe im Knoten k bilden, bleibt erhalten; da- 
mit ist die Beziehung zu der qualitativen Ermittlung der 
Einflußlinie aufgrund von Satz 8.5 hergestellt. 


Für die allgemeine Darstellung führen wir den Vektor der 
Yorverformungen Ir ein, 


mit ==-| 


und ür, =0 für Kk+J und L$i. 


Es gilt eine zu Satz 8,5 analoge Aussage: 


Satz 8.6: Die Einflußlinie für eine Stabendkraft 900,55) 
infolge einer Einheitslast in x (variabel) ist identisch 
mit der dieser Einheitslast gleichgerichteten Verformung 
des Belastungsbereiches, die sich unter einer zu 5" korres- 


pondierenden Vorverformung zu = -1 einstellt, 


AN 
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Die Berechnung erfolgt wie in Abschnitt 7.2. 
Zundchst wird U- auf globale Koordinaten transformiert: 


ur = Ly Ur 


Für eine virtuelie Belastung R gilt: 


STu+rRin= Su. (3.15) 
Daraus ergibt sich mit R 26 5 die Verträglichkeitsbe- 
dingung 

Ne + cr =u (8.16) 
mit den elastischen Verformungen u. 
Die Stabendkräfte 

See (3.17) 


müssen die homogene Gleichgewichtsbedingung (vgl. (5.16)) 


SED 8.18) 
erfüllen,.üurch Einsetzen von u aus (3.16) in (3.17) erhält 
man für (8.18): 


erclrru) = (8.15) 
oder ker» km 
Mit (6.10) ergibt sich: 
Kr=-cku (8.20) 


E 
Damit können die Stützstellen der Einflußlinie berechnet 
werden: Es sind die zur Einheitslast korrespondierenden 
Knotenverformungen im Lastbereich, 

Die. Berechnung der Einflußlinie zwischen den Knotenpunkten 
der Stabelemente kann über die Integration der Grundglei- 
chungen der Balkentheorie erfolgen. Die erforderlichen 
Randbedingungen der Verformung (Integrationskonstante)} sind 
Komponenten von 


(3.21) 
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Wie bei der Berechnung der Einflußlinie für Knotenverfor- 
mungen (Abschnitt 8.2) beschränken wir uns auch hier auf 
Spezielle Anwendungen, 


6 2 
EI = 2-10 kNm 


Bild 8.16 Rahmensystem mit wandernder Einheitslast 


Beispiel 8.6: 

Für das in Bild 8.16 dargestellte Stabtragwerk ist die Ein- 
flußlinie für das Moment 5 infolge einer auf dem Riegel 
wandernden Einheitsiast zu ermitteln. Die korrespondierende 
Stabendverformung ist die Einheitsverdrehung Urs = -1. 

Der Vektor der Zwangsverformungen am Element ist 


wem’ -boooo-ı]. 


Mit der Elementsteifigkeitsmatrix ke und cosa = 1, sina = O 
ist 

44 

(ku 


i 
ur) 


6 ' 
„Zr fo 0,5 -2to -0,6 -a]. 
10 
Die Verknüpfung nach Gleichung (8.20) ergibt: 
T 
) 


5 ı 1 1 
(ku) = 10 [oo o'o 1,2 -210 -1,2 -8000]|. 


E 


Die Lösung des Gleichungssystems (8.20) ist der Vektor der 
Knotenverformungen r. 

Die Rücktransformation nach Gleichung (8.21) ergibt die 
Stabendverformungen u. 
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Man erhält die folgenden Knoten- und Elementverformungen: 


x 
6,034 rs, 
3,674 85 
-108,273| | re, 
-75,673 re, 
„| 113,242 06 
r = 10 "j-- - —- - = |1-—-- 
= -113,243 "7% 
95,806 r7, 
322,426 07 
-82,240| | ro. 
-16,101 Yay 
-31,694 O8 Dimension [rad, m] 
-92,313 -1038,273 -113,243 
6,034 -75,673 - 95,806 
en ee 2 
E= -108,273| -113,243| -82,240 
-75,673 95,806 -16,101 
113,242 -677,574 -31,694 
Mit den Gleichungen (8.4) bis (8.6) kann die Einflußlinie 


elementweise berechnet werden: 


Element D: 


en 4 er wi zz = 
g2(&,Sc) = 10”?(-1,0057% + 9,6078% - 3,674% + 6,034) 


Element (9: 


BR: 
gu(X,S5) = 


= =. BR: en 
10"3(5,3006X°-39,9646% -113,242%-75,673) 
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Element (&: 


5 =3 3 es 2 
95(X,56) = 10”°(-2,6335% +57,259X -322,426%+95,806) 


Die Einflußlinie ist in Bild 8.17 dargestellt. 


Dimension [m] 


+ 
Bild 8.17 Einflußlinie für das Moment 5, 


8.5 Einflußlinien für Lagerreaktionen 


Lagerreaktionen sind Linearkombinationen von Stabendkräften 
(vgl. (4.10)): 


ers, (8.22) 
= ist der Vektor der Stabendkräfte, die zum Knotengleich- 
gewicht im Lager beitragen. Komponentenweise gilt: 

L u. I z8 #23 
Reli au ken SG {3.23) 


Da für en das Superpositionsgesetz giit (Satz 

8.3), könnte g(x, Re ;) auf einfache Weise aus den Einflußli- 

nien der Stabendhrärte sr berechnet werden: 

eL 
)- 


alx,Rd) Ey a 9x5, 


ım (8.24) 


Im allgemeinen wird dieser Weg zu umständlich sein, da zu- 
nächst die Einflußlinien für > berechnet werden müssen, 
Eine einfache Möglichkeit für die Berechnung der Einfluß- 
linien für Lagerreaktionen bietet sich mit 


Satz 8.7: Die Einflußlinie für eine Lagerreaktion RE infol- 
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ge einer Einheitslast in x (variabel) ist identisch mit der 
dieser Einheitslast gleichgerichteten Verformung des Bela- 
stungsbereiches, die sich unter einer zu RL korrespondie- 
renden Zwangsverformung rt = -1 einstellt, 


Wie bei Satz 8.6 ist dies eine unmittelbare Folgerung aus 
dem Prinzip der virtuellen Arbeiten, 
Eine anschauliche Darstellung am Beispiel ist in Bild 8.18 


gegeben. R! MERDAN 
3 } | Gesucht gix.R?) 


Biegelinie -.—_._ 


Bild 8.18 Ermittlung von Einflußlinien 


für Lagerreaktionen 


Die Berechnung des Tragwerkes unter Zwangsverformungen ist 
in Abschnitt 7.3 beschrieben, Das Ergebnis sind wieder Kno- 
ten- und Elementverformungen, mit denen die Verformung des 
Belastungsbereiches ermittelt werden kann (vg). Abschnitt 
8.2). 


Einen Sonderfall stellen äußerlich statisch bestimmte Trag- 
werke dar (Bild 8.19). Durch eine Zwangsverformung ergibt 
sich eine kinematische Kette (Abschnitt 7.3). Daraus folgt: 


Die Einflußlinie für eine Lagerreaktion eines statisch be- 
stimmt gelagerten oder eines statisch bestimmten Tragwerkes 
ist bereichsweise eine Lineare Funktion der Koordinaten des 


Belastungsbereiches, 


Bei einem statisch bestimmt gelagerten Tragwerk kann des- 
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halb die Einflußlinie für eine Lagerreaktion aus den Koor- 
dinaten der Knotenpunkte des Belastungsbereiches berechnet 
werden, 


Stalisch bestimmte Lagerung 


| A Logerreaktion 


E Einflußlinie g(x,A) 


(a) Vierendeeltrager {statisch unbestimmtes (b] Gerberträger (statısch bestimmtes 
Stabtragwerk } Stabtragwerk ) 


Bild 8,19 Einflußlinien für Lagerreaktionen 
(a) bei statisch bestimmter Lagerung und 
(b) bei statisch bestimmten Stabwerken 


Die Berechnung der Einflußlinie für die Auflagerkraft eines 
statisch unbestimmten Stabwerkes wird im folgenden gezeigt. 


Beispiel 8,7: 
Die Einflußlinie für die Auflagerkraft A des in Bild 8.20 


dargestellten Fachwerks ist für eine auf dem Obergurt wan- 
dernde Einheitslast zu berechnen. Die zu A korrespondieren- 


de Zwangsverformung ist r,=r,= 1% 


Bild 8.20 Ebenes Fachwerk 
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Mit der Koordinaten- und Verknüpfungstafel werden die Stei- 
figkeitsmatrix Kı, und der Lastvektor -Kız Lz aufgestellt. 


Koordinatentafel Verknüpfungstafel 


0 4 


oo oosoununRnn 
oO OO ao oo wm ww ww ww Ww 


sina = (z.72,)/8 


» 


- 
Ovv oo sy oo 0 Oo no mo 0 oO s oO son son 2 wm 


SOSEOOLSOOOOOGGGOOOOOHO 


r» 


Nach dem in Abschnitt 7.3 beschriebenen Verfahren zur Be- 
rechnung von Stabwerken bei Zwangsverformungen wird der 
Lastvektor für eine negative Einheitsverformung des Knotens 
l in z-Richtung aufgestellt. Es ergibt sich: 


N ı N N 7 
Kız 2, = EA[o 0! 010 0,33335-0,096 0,072:0 010 0,0. 0] . 
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Der Faktor EA kann gekürzt werden. Die Lösung des Glei- 
chungssystems (7.28) Kı, r = -Kıa E, (R = D8) ergibt für die 
Knotenverformungen 


Dimension [m] 


0,0129 


Die Einflußlinie für eine auf dem Obergurt wandernde Ein- 
heitslast ist die Verbindungslinie der vertikalen Verfor- 
mungen der Knoten des Obergurtes. Die Einflußlinie ist in 
den Elementen linear, Sie ist in Bild 8.21 dargestellt. 


0.0278 
00129 


® 


Knoten 56 7 


@ 
© 
[> 


00499 


0,4722 


Dimension [-] 


09871 


Bild 8.21 Einflußlinie der Auflagerkraft A für eine 


auf dem Obergurt wandernde Einheitslast 
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Aufgaben: 
8.1 Berechnen Sie die Einfiußlinien für eine wandernde Ein- 


heitskraft in einem Durchlaufträger, wie er im folgen- 
den dargestellt ist: 


m m 1 pr [1 
25m 25m 3] I= 3.10 4 ei 
M — y° 


B 


A 
F sm ——- 5m Bi sm PEN: DEE im 


8.2 


(a) Für die Lagerkräfte in A und B, 
(b) Für das Biegemoment in M, 

(ce) Für die Durchsenkung 6. 

Die Einflußlinien sind darzustellen. 


Die Einflußlinie nach Aufgabe 8.1 (c) ist für eine 
Lastgruppe L mit den Laststeilungen L, in A und L, in B 
auszuwerten. 
Lastgruppe L: 

Er iR, Lı = La = 10 kN 


— 3xIm K= 


8.3 Die Einflußlinie für einen räumlichen Rahmen (siehe un- 


ten) infolge einer wandernden Einheitskraft im Bereich 
O-O-@-@ist zu berechnen für: 
(a) die Stabendkräfte des Stabes (1) im Knoten 1, 
(b) die Einspannmomente im Stab D, 
(c) die Normalkraft im Stab (b). 
Querschnittswerte: Nahtlose Flußstahlrohre 
nach DIN 1629 
Außendurchmesser: 394 mm 
Innendurchmesser: 374 mm 
Die Einflußlinien sind in der Abwicklung D-D-@)-D 
darzustellen. Die Knoten- und Elementnumerierung kann 
geändert werden. 
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Draufsicht 


N DEERB EN Re 


„u 
8.4 Die Einflußlinie für das Moment S;, Beispiel 8.6, ist 


für eine I m lange konstante Streckenlast von 10 kN/m, 


die sich von Knoten 5 aus über den Belastungsbereich (2), 
O) R OF bewegt auszuwerten. 


_4 
Wie groß ist das maximale Moment max(S,)? 
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9 Das Kraftgrößenverfahren 


Wir nehmen an, daß das Kraftgrößenverfahren in seinen 
Grundzügen bekannt ist (/28/, /74/, /79/). Die wesentlichen 
Schritte der Berechnung sind im folgenden zusammengefaßt: 

{1) Anwendung des Schnittprinzips zur Festlegung p sta- 
tisch unbestimmter, innerer Kraftgrößen und eines Sta- 
tisch bestimmten Hauptsystems. 

(2) Berechnung der Schnittgrößen und Verformungen in dem 
statisch bestimmten Hauptsystem infolge der äußeren 
Belastung, 

In Richtung der statisch Unbestimmten treten Relativ- 
verformungen (8,0) auf, 

(3) Berechnung der Schnittgrößen und Verformungen in dem 
statisch bestimmten Hauptsystem infolge von Einheits- 
belastungen (statisch Unbestimmte). In Richtung der 
statisch Unbestimmten treten Relativverformungen (8x) 
auf. 

(4) Berechnung der statisch Unbestimmten (X,) aus der Ver- 
träglichkeitsbedingung: Die Summe der Relativverfor- 
mungen infolge der statisch Unbestimmten und der Rela- 
tivverformung infolge der äußeren Belastung muß Null 
sein, d.h. 


&ıkı + &:2X2 +... + 50%, + 50 = 0 


für alle Relativverformungen (i = 1, 2... p). 
(5) Berechnung der Schnittgrößen und Verformungen aufgrund 
des Superpositionsprinzips. 
Eine skizzenhafte Darstellung der einzelnen Schritte gibt 
Bild 9.1. 


Aus dieser zusammenfassenden Darstellung erkennt man die 
Hauptmerkmale des Kraftgrößenverfahrens: 
- die Berechnung erfolgt über die inneren Kraftgrößen, 
- die Berechnung erfordert die Festlegung eines statisch 
bestimmten Hauptsystems. 
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Rı 


(a) Zweifach statisch unbe- (b) Schritt 1: Festiegung der 
stimmtes Fachwerk mit statisch Unbestimmten K 
äußerer Belastung und des statisch bestimm- 


ten Hauptsystems --- 


Berechnung der Schnittgrößen und Verformungen: 


R, 


R> Xı=! %,=0 


54 dn 


(e) Schritt 2: Relativver- (d) Schritt 3: Relativverfor- 


formungen im Hauptsy- mungen im Hauptsystem in- 
stem infolge der Lasten folge der statisch Unbe- 
= 610, 29 stimmten; hier: 


Xı = 1, X%2 = 0» 611, S2ı 
(Kı = 0, X2 = 1 + 825, 612) 


Sehritt 4: Verträglichkeitsbedingung 


$11Xı + Sı12X2 + So 0 


69 1%ı + 822%X2 + 629 0 


Schritt 5: Schnittgrößen und Verformungen durch Super- 
position der entsprechenden Größen infolge 
der äußeren Belastung (R + 0, X = 0) und 
der statisch Unbestimmten (R = 0, X # 0). 


Bild 9.1 Einzelschritte des Kraftgrößenverfahrens 
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Im folgenden wird das Kraftgrößenverfahren in Matrizen- 
schreibweise dargestellt. Die Darstellung erfolgt in Anieh- 
nung an die obige Zusammenfassung zunächst auf der Grundla- 
ge einer Festlegung der statisch Unbestimmten nach stati- 
schen Gesichtspunkten; in Erweiterung wird dann ein Verfah- 
ren zur automatischen Wahl der statisch Unbestimmten ange- 
geben. 

Wir behandeln hier keine Varianten des Kraftgrößenverfah- 
rens, z.B. die "Berechnung mit statisch unbestimmten Haupt- 
systemen" oder die Verfahren der "Gruppenlasten"” und des 
"elastischen Schwerpunktes", Dies ist begründet durch die 
relativ geringe Bedeutung des Kraftgrößenverfahrens im Ver- 
gleich mit dem Weggrößenverfahren: Mit Ausnahme von Sonder- 
fällen und speziellen Problemstellungen (/82/, /83/, /84/, 
/42/) wird heute fast ausschließlich das Weggrößenverfahren 
angewendet. 


9.1 Das Schnittprinzip, Last- und Eigenspannungszustände 


Die Festlegung der statisch Unbestimmten nach statischen 
Gesichtspunkten kann wie folgt beschrieben werden: 

"Die statisch Unbestimmten sind so zu wählen, daß ein un- 
verschiebliches Hauptsystem entsteht", 

In einfach überschaubaren, ebenen Stabwerken bereitet dies 
keine Schwierigkeit, Für das zweifach statisch unbestimmte 
Fachwerk (Bild 9,1) sind einige zulässige und unzulässige 
Hauptsysteme in Bild 9.2 dargestellt. 

Die Wahl der statisch Unbestimmten ist bei einem Fachwerk 
gleichbedeutend mit dem "Schneiden" von Stäben. Bei biege- 
steifen Stabwerken werden durch die Wahl der statisch Unbe- 
stimmten Gelenke eingeführt, die eine Verdrehung oder Ver- 
schiebung der angrenzenden Stäbe ermöglichen, Dies ent- 
spricht dem Nullsetzen linear unabhängiger Stabendkräfte in 
einzelnen Elementen (vgl. Kapitel 4). Die Anzahl der linear 
unabhängigen Stabendkräfte (F})> die zu Null gesetzt werden 
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(a) zulässige Hauptsysteme: 


(b) unzulässige Hauptsysteme 


Bild 9.2 Zulässige und unzulässige Hauptsysteme 


müssen, ist gleich der Redundanz des Stabwerkes, 
Wir fassen dies zusammen in 


Definition 9.1: Ein zulässiges Hauptsystem eines p-fach 
statisch unbestimmten Stabwerkes ist jedes unverschiebli- 
che, statisch bestimmte Stabwerk, das man aus dem ureprüng- 
Licehen Stabwerk durch Nullsetzen von p Komponenten des Vek- 
tors der Linear unabhängigen Stabendkräfte F erhält. 


Nach diesen allgemeinen Erläuterungen gehen wir nun zu ei- 
ner Darstellung in Matrizenschreibweise über. 

Ausgangspunkt ist die Gleichgewichtsbedingung des Stabwer- 
kes (4.18): 


Die Gleichgewichtsmatrix besitzt bei einem Stabwerk mit n 
Freiheitsgraden der Verformung genau n linear unabhängige 
Zeilen. Jeder Spalte von a’ ist eine Stabendkraft Fer 
k=1, ..., m zugeordnet. Die statischen Transformationsma- 
trizen ls, aus welchen die Gleichgewichtsmatrix al er- 
zeugt wird, besitzen linear unabhängige Spalten, 

Auf dieser Grundlage läßt sich zeigen, daß der folgende 
Satz gilt (/95/, Seite 98, siehe auch Anhang A2), 
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Satz 9.1: Die Gleichgewichtebedingungen a’r = Rmit al 


-nxm’ 
e=m-n >» 0 besitzt Lösungen der Form 

FE z B, R + B, X (9.1) 

R T = ö 
mit a B I 5 Bo lmen] mit Rangn, (9.2) 

T u : 
a B — 0 L) Ar} mit Rana 0 » (9.3) 

und X P 
Spxi 


Durch p > O0 werden statisch bestimmte Tragwerke ausge- 
schlossen; Die Berechnung statisch bestimmter Stabwerke ist 
in Kapitel 4 und 5 dargestellt. 


Wir bezeichnen 

B, als die Matrix der Lastspannungszustände und 

B, als die Matrix der Bigenspannungszustände. 
Diese Bezeichnungsweise ist aus der Bezeichnung der inneren 
Kraftgrößen als "verallgemeinerte Spannungen" abgeleitet, 
Die Elemente der Matrix Bo sind die Komponenten von E in- 
folge einer Einheitsbelastung in Richtung der einzelnen 
Knotenverformungen. Die Spalten von B, sind Vektoren linear 
unabhängiger Stabendkräfte, die nicht durch äußere Bela- 
stung verursacht werden (Eigenspannungen). Die Komponenten 
von X sind die statisch Unbestimmten. 


Die Matrizen 8, und B, können auf einfache Weise aus den 
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden, wenn ein zuläs- 
siges Hauptsystem bekannt ist. Mit einem Hauptsystem sind 
auch die Nullkomponenten von F festgelegt. Wir fassen die 
Indizes dieser Nullkomponeneten in der Indexmenge l mit o 
Elementen zusammen. 
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Damit stellt sich das Hauptsystem wie folgt dar: 


ac=R 


(9.4) 
mit F; =0 für alle iel. 


Durch die pa Nebenbedingungen F; = 0 ergibt sich eine erwei- 
terte Gleichgewichtsbedingung 


aE=R 
(9.5) 
i -T e 
mit Ansm und Ras 


Die erweiterte Gleichgewichtsmatrix a" und der erweiterte 
Lastvektor R sind wie folgt besetzt: 


1» 


(9.6) 


[ 
> [vw 
“ 
IE-2 
u 
. 


ke} 


je 


h“ ist eine (0,1)-Matrix mit p Zeilen und m Spalten, d.h. 
ist zeilenweise aus Einheitsvektoren aufgebaut. 

Damit ist die Wahl des zulässigen Hauptsystems nach stati- 
schen Gesichtspunkten in Matrizenform ausgedrückt, und die 
Matrizen 8, und B, können berechnet werden. 


Nach Definition 9.1 beschreibt (9,5) bei richtiger Wahl der 
statisch Unbestimmten ein zulässiges Hauptsystem, Daraus 
folgt: 

Die erweiterte Gleichgewichtsmatrix a ist nichtsingulär 
und es gilt 


Satz 9,2: Die Matrizen der Last- und Figenspannungszustände 
sind Teilmatrizen der Inversen der erweiterten Gleichge- 
wiehtsmatrix: 

an’ =[B, 8,]- (3.7) 
Die ersten n Spalten der Inversen sind mit der Matrix B,» 
die folgenden p = m- n Spalten mit der Matrix B; iden- 
tisch. 
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Man erkennt dies aufgrund der folgenden Überlegung: 


Die Spalten von a’ können so vertauscht werden, daß sich 
die folgende Matrix ergibt: 


T 
a 
= 4 (9.8) 
I 
=o 
Wir berechnen nun die Inverse yon Alaus: 
T BR 
_ Io &%| |Bıı Bıa 
m” 
0 L,| [Bzı B22 
Im einzelnen ergibt sich 
1 T 
Ina, Bıı + a, Baı (9.9) 
us a Bı2 + a, 322 (9.10) 
8 = Baı 
I Ban 
Daraus berechnet man 
Ts 
Bıı = (a,) ir 
_ T,-ı ,T 
Bı2 = -ta,)' a, 
T,ı-1 T,-ı _T 
T.-ı. ı(a,) a. 
und (A ) = (9.11) 
8 J, 


T.-1 
I (a,) 
AB, =" mit 8, = | 
rer 5 2 
nen 
[ -(a) a 
are el er 
ln ı x N 


o 
l 
o 
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Die Matrix al wurde aus u durch Spaltentausch erzeugt; 
durch den korrespondierenden Zeilentausch in EM und EM er- 
hält man 5 und ER den Lastspannungs- und Eigenspannungs- 
zustand bezüglich a Damit ist (9.7) bestätigt. 

Die Matrizen B, und B, sind von wesentlicher Bedeutung für 
das Kraftgrößenverfahren. Die Berechnung auf der Grundlage 
des Schnittprinzips wird deshalb ausführlich an einem Bei- 


spiel] dargestellt. 


Beispiel 9,1: 

Zweifach statisch unbestimmtes Fachwerk (Bild 9.3). 

Für das Fachwerk sind die Matrizen Bo und B, zu berechnen 
und zwar für drei verschiedene, frei wählbare Hauptsysteme, 
Die gewählten Hauptsysteme I, II und III sind in Bild 9,3 
angegeben. 


Hauptsystem I Hauptsystem II Hauptsystem I 


(b} gewählte Hauptsysteme 


{a} System 


Bild 9.3 Ebenes Fachwerk mit zulässigen Hauptsystemen 


Die Wahl der statisch Unbestimmten ist in Bild 9.3 (b) dar- 
gestellt: 


Jedes der Hauptsysteme ist zulässig, und es gibt - abgese- 
hen von Spiegelungen um die Symmetrieachse - keine anderen 


zulässigen Hauptsysteme, Die Wahl erfolgt nach statischen 
Gesichtspunkten, d.h. anhand der Skizze wird ein unver- 
schiebliches, statisch bestimmtes Hauptsystem festgelegt, 


Für die Berechnung von B, und B, müssen die Gleichgewichts- 
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bedingungen aufgestellt werden. Hierzu sind zunächst die 
Freiheitsgrade der Verschiebung zu kennzeichnen. Es sind 
insgesamt vier Freiheitsgrade vorhanden (rt, ..., ru)» 
(Bild 9,3 (a)). 


bie Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung erfolgt nach 
dem in Kapitel 4 beschriebenen Verfahren. Man erhält mit 


c= Yarz: Fı 
-1 0-0 0 0] |F, Rı 
0-1 -ce 00 0| |F3 0 
1 8 .d. ver 002 lo 
000 -ce -ı 0| Fr, 0 
Fg 


Die i-te Zeile der Matrizengleichung ist die Gleichge- 
wichtsbedingung in der i-ten Verschiebungsrichtung rı« 

Die erweiterten Gleichgewichtsmatrizen a erhält man duren 
Ergänzung der Nebenbedingungen in dem gewählten Hauptsy- 
stem. 

Hauptseystem I (Bild 9,3 (b)) 

Als statisch Unbestimmte werden gewählt: 


u 


Diese Gleichungen bilden die 5, und die 6, Zeile der erwei- 


terten Gleichgewichtsmatrix al: 


li. 22 3024.50 % I 2,8 4 56 
1 0010 ‚0 
2 7-4. 1° 040 
Sr 3 an f2 0 -y : 0 
4 000 0,0 
5 000 Be h) 
6 000% ra 
B 
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Die Matrizen B, und 3x sind als Teilmatrizen der Inversen 
gekennzeichnet. 

Hauptsystem II (Bild 9.3 (b)) 

Als statisch Unbestimmte werden gewählt: 


Kekeb, Wers-h. 


Diese Gleichungen bilden die 5, und die 6. Zeile der erwei- 
terten Gleichgewichtsmatrix al: 


de ed 
I 
2 ae a De 
| 
et 7, |Y2 0 Ya2 -Y210 -Y2 
a = (a) 
4 0 0.0 -yaıo „ya 
5 Vans a a u 
6 a 
B, B, 


Die Matrizen Er und 8, sind als Teilmatrizen der Inversen 
gekennzeichnet, 

Haupteystem III (Bild 9.3 (b)) 

Als statisch Unbestimmte werden gewählt: 


x, are z X =Fı =0. 


Diese Gleichungen bilden die 5. und die 6. Zeile der erwei- 
terten Gleichgewichtsmatrix al: 


i23 43% l 2,3 45% 

1-1 0.0000 68 0 
2|0-1-c000 ı -2 0 oloı 
a] u ana.[f2 © 0 010-% 
= lo o o--ı 0o| oo yY% v10-% 
slooooo1ı bi. 
11000090 0 00 0110 

B 


9.1 Das Schnittprinzip, Last- u. Eigenspannungszust, 197 


B, und B, werden als Matrizen der Last- und Eigenspannungs- 
zustände bezeichnet, Wir deuten die belasteten Stäbe anhand 
der Lösung B, und B, des Hauptsystems I durch die größere 


Strichstärke und die Punktierung in Bild 9.4 an. 


a] Lastspannungszustände 


Rz =1 


Kst 


Bild 9.4 Last- und Eigenspannungszustände 


eines ebenen Fachwerkes 


Mit der Berechnung von 3, und ER sind alle statisch zuläs- 
sigen Stabendkräfte bekannt. Dies läßt sich mit (9.1) zei- 
gen; Jede Spalte von B, ist einer Lastkomponente von R zu- 
geordnet. Damit ist die i-te Spalte von B, der Vektor der 
linear unabhängigen Stabendkräfte, den man für eine Ein- 
heitsbelastung R; = 1 erhält. 


Die Spalten der Matrix B, sind linear unabhängige Stabend- 
kräfte, die mit sich selbst im Gleichgewicht stehen. Als 
Vektoren betrachtet, stehen sie senkrecht auf den Zeilen- 
vektoren, welche die Gleichgewichtsmatrix bilden. 


Aus den obigen Betrachtungen erkennt man, daß die Matrizen 
3, und B, nicht eindeutig bestimmt sind. Jedes zulässige 
Hauptsystem ergibt andere Last- und Eigenspannungszustände 
(vgl. mit Bild 9.4). 
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Wir werden an späterer Stelle auf das Problem der systema- 
tischen Berechnung von 8, und B, zurückkommen. Für die wei- 
tere vVarstellung des Kraftgrößenverfahrens betrachten wir 


B, und B, zunächst als bekannt. 


9.2 Verträglichkeitsbedingung und Verformungsberechnung 


Das Hauptsystem, dessen Schnittgrößen wir mit 8, und B, 
vollständig, aber nicht eindeutig berechnen können, ver- 
formt sich unter der äußeren Belastung. Es entstehen Kno- 
tenverformungen und Relativverformungen der Schnittufer, 
Diese Relativverformungen sind mit dem Verformungszustand 
des ursprünglichen Tragwerks unverträglich. Durch Formulie- 
rung von Verträglichkeitsbedingungen in den Schnittstellen 
erhält man zusätzliche Bedingungsgleichungen zur eindeuti- 
gen Festlegung der Schnittgrößen. Im folgenden zeigen wir 
einen Weg zur Ableitung der Verträglichkeitsbedingung. 


Ausgangsgleichung ist (9,1) als vollständige Lösungsmanig- 
faltigkeit der Gleichgewichtsbedingungen für virtuelle 
Kräfte (*): 

F=eB.R+B X. (9.12) 


Für das Verständnis der folgenden Darstellung ist es wich- 
tig, daß B, und B, nur die Bedingungsgleichungen (9.2) und 
(9.3) erfüllen müssen: Die Berechnung von B, und B, kann 
auf irgendeinem Wege erfolgen und muß nicht mit der Vor- 
stellung eines zulässigen Hauptsystems in Verbindung ge- 
bracht werden, Wichtig ist weiterhin, daß B, vollen Spal- 
tenrang besitzt, d.h. daß die Spalten Zinear unabhängig 
sind (Rang p). 

Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten (vgl. Abschn, 5,2) 


FTy=-Rlr 


erhält man durch Einsetzen von (9.12): 
Mn+Ra)v-Ar. (9.13) 
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Das Skalarprodukt 


jr BT v 


= x. 
ist die Arbeit, die durch Kraftgrößen x und korrespondie- 
rende Weggrößen EN v= 6 geleistet wird. 

Die Komponenten X sind nach dem Gegenwirkungsprinzip (Ab- 
schnitt 4.1) gegengleich wirkende, betragsmäßig gleich gro- 
ße Kraftgrößen in den Schnitten. Folglich sind die korres- 
pondierenden Weggrüßen Relativverformungen, Damit kann die 
Verträglichkeitsbedingung formuliert werden: 


Satz 9,3: Die Relativverformung der Schnittufer in einem 
jeden zulässigen Haupisystem mit kinematisch zulässigen 


Verformungen sind Hull: 


v=2. (9.14) 


Eine gleichwertige Aussage ist: 
Die Arbeit der Eigenspannungszustände auf kinematisch zu- 
lässigen Verformungen ist Null: 


Tor, 


BI v=0. (9.15) 


IN 


Dies kann auf einfache Weise mit der kinematischen Verträg- 
lichkeitsbedingung (5.12) 
LAS 


bestätigt werden. Durch Einsetzen in (9,14) erhält man: 


has 

5, ar. nu 

T fe. Ri 
wegen B,a=(a B,)=0 


(vgl. (9.3)) ergibt sich 
“=. 


Die Bestimmungsgleichung für die Unbekannten X erhält man 
durch Berücksichtigung der Werkstoffeigenschaften, Für die 
elastischen Verformungen v gilt (5.17): 


TEE: 
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Durch Einsetzen in (9.14) folgt mit F = Bi, R+ B,X die Be- 
stimmungsgleichung für die statisch Unbestimmten: 


ERIK HERR: (9.16) 


Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der Spalten von B, und 
der Invertierbarkeit von f kann X eindeutig berechnet wer- 
den: Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystens 
(9.16) ist positiv definit. Nach (9.1) ergeben sich damit 
die Stabendkräfte im statisch unbestimnten System. 


Die KÄnotenverformungen erhält man aus v = f F, (5.12) und 


(9.2) zu: T 
ManbseiE (9.17) 


Damit ist die Berechnung nach dem Kraftgrößenverfahren auf 
der Grundlage des Schnittprinzips vollständig beschrieben, 


Durch eine nähere Betrachtung der Ableitung von (9,16) und 
(9.17) ergeben sich interessante Folgerungen: 


Jede Spalte von BE kennzeichnet einen Lastspannungszustand 
an einem völlig beliebigen Hauptsystem. Das Hauptsystem zur 
Berechnung der Knotenverformungen muß also nicht mit dem 
Hauptsystem übereinstimmen, das für die Berechnung der sta- 
tisch Unbestimmten (9.16) gewählt wurde. 

Die Knotenverformungen r, werden nach (9.17) aus dem Ska- 
larprodukt von 


V. 


“> dem i-ten virtuellen Verformungszustand im Haupt- 


system 
und F, den Stabendkräften im statisch unbestimmten Sy- 
stem berechnet: 


Ange Aal. 
rn = (v,) E& 


Aufgrund der Vertauschbarkeit des Skalarproduktes läßt sich 
zeigen, daß Verformungs- und Lastzustand vertauscht werden 
können: £ 
r, = El VE 


ı > 
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die Verformung r; kann also auch aus den virtuellen Stab- 
endkräften & und den Stabendverformungen v im statisch un- 
bestimmten System berechnet werden. 

Diese Folgerungen fassen wir zusammen in 


Satz 9,4 (Reduktionssatz): Bei der Verformungsbereehnung 
statisch unbestimmter Traguerke braucht nur einer der Zu- 
standsvektoren F und v am statisch unbestimmten Tragwerk 
bereehnet werden, Der andere kann an einem beliebigen zu- 


lässigen Hauptsystem berechnet werden. 


Dieser Satz wird üblicherweise für die den Zustandsvektoren 
entsprechenden Zustandslinien angegeben (/28/, Seite 297). 
Satz 9.4 ist also eigentlich eine spezielle Form des Reduk- 
tionssatzes für diskrete Tragwerke. Für die systematische 
Berechnung besitzt der Reduktionssatz eine relativ geringe 
Bedeutung. 

Bei der Anwendung des Kraftgrößenverfahrens in der üblichen 
Form bereitet die Berechnung von Formänderungsintegralen 
einen erheblichen Rechenaufwand. 


Die Formänderungsintegrale (&,;,-Zahlen) sind Integrale über 
Produktfunktionen von Zustandslinien. Sie ergeben die i-ten 
Verformungen infolge einer virtuellen Last R, = 1. Die ji-te 
Verformung infolge der äußeren Belastung wird mit 8:0 be- 
zeichnet, 

ö;„-Zahlen sind Relativverformungen im Hauptsystem. 


Die Formänderungsintegrale treten in der vorliegenden Dar- 
stellung nur implizit auf: Die Integration wird auf Ele- 
mentebene (vgl. (5.8)) für die Ableitung der Flexibilitäts- 
matrizen durchgeführt. Die Relativverformungen sind: 


gr "lin 


SE] ER. 


ö 
= (9.18) 


Diese Zusammenhänge sollen nur die Verbindung zu der be- 
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kannten Berechnung nach dem Kraftgrüßenverfahren andeuten. 
Wir werden sie im folgenden nicht weiter vertiefen. 


9,3 Automatische Wahl der statisch Unbestimmten 
ae MI Er ET De ee RE N Sr RER TBLT. TOTER BANNER, 


Die Wahl der statisch Unbestimmten ist die größte Schwie- 
rigkeit des Kraftgrößenverfahrens. Bei überschaubaren 5y- 
stemen kann die Festlegung der statisch Unbestimmten anhand 
einer Systemskizze erfolgen. Hiervon sind wir in den voran- 
gehenden Abschnitten ausgegangen. 


Bei größeren Systemen ist eine solche Vorgehensweise nicht 
möglich: Die zeichnerische Darstellung ist zu umständlich 
und es bereitet Probleme, ein statisch bestimmtes Hauptsy- 
stem festzulegen. Bei einer systematischen Berechnung muß 
deshalb für die Wahl der statisch Unbestimmten ein Verfah- 
ren bereitgestellt werden, das von der digitalen Darstel- 
lung des Systems ausgeht. 

Im folgenden wird ein solches Verfahren angegeben. Zusammen 
mit der kahl der statisch Unbestimmten werden hierbei zu- 
gleich das Hauptsystem (B,) und die Eigenspannungszustände 
(B„) berechnet. 

Die Ausgangsgleichung ist die Gleichgewichtsbedingung: 


a er 


T ; pn 
Ren mit e=m-n>0. 
Kir erinnern an einige wesentliche Eigenschaften von al, 


die aus der mechanischen Problemstellung bekannt sind: 


a’ besitzt linear unabhängige Zeilen und hat damit 
vollen Zeilenrang (Rang n), 
es gibt Matrizen 3 und ER derart, daß 


a B, 1, und 
T = 
a a: Onxp 
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Die Spalten Bi von B, sind linear unabhängig. 


Lineare Gleichungssysteme der Form 


al ER (9.19) 


mit einer rechteckigen Koeffizientenmatrix Ei {m > n) be- 
zeichnet man als unterbestimmte Gleichungssysteme EN Diese 
Gleichungssysteme besitzen keine eindeutige Lösung. 


Wir zeigen dies an einem einfachen Beispiel. 


Beispiel 9,2: 


[l 
Hr 


2Fı + Fo + Fy = 


0. 


U 


2F2 + Fz 
Die Differenz beider Gleichungen ergibt 
af, + fa =-1, F,=2f, - 1. 
Durch Einsetzen in die zweite Gleichung folgt 
F3 = -2(2F, - 1). 


Damit kann die Lösung in parametrischer Form, mit F, als 
Parameter, dargestellt werden: 


Fı=fj 
Fa = 2F, - 1 
Fz = -AF, +2. 


I m 


+) Im Gegensatz zu überbestimmten Gleichungssystemen mit 
m<n, wie sie z.B. in der Ausgleichsrechnung auftreten, 
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In Matrizenschreibweise stellt sich diese Lösung wie folgt 
dar: 


= h) 1 
rl = |tl8| 2% Auraler Fr, 02 
Fa 2 -4 


Damit haben wir ein unterbestimmtes Gleichungssystem ge- 
löst. Die Lösung ist nicht eindeutig, wir hätten z.B. auch 
F3 als Parameter wählen können mit der Lösung: 


F 1/2 78 
Fl = lo |» |-ı72| x, für alle Xı = F3 . (9.21) 
Fz 0 l 


Beide Lösungen besitzen die geforderten Eigenschaften, wie 
man leicht durch Einsetzen bestätigt. 


Damit wurde für ein Gleichungssystem mit den Eigenschaften 
der Gleichgewichtsbedingungen eine Lösung B, R und B, be- 
rechnet und zwar ohne Bezug zu einer skizzenhaften Darstel- 
lung, 
Die Lösung wurde mit dem Gauß'schen Algorithmus gefunden. 
Im Anhang A2.1.6 wird dieses Verfahren ausführlich be- 
schrieben. Die einzelnen Schritte zur Bestimmung von B und 
3» werden im folgenden zusammengefaßt dargestellt: 
Die Gleichgewichtsmatrix a wird zunächst uump=m-n 
Nullzeilen ergänzt, Diese erweiterte Matrix wird mit dem 
Gauß'schen Algorithmus in eine obere Dreiscksmatrix U 
und eine untere Dreiecksmatrix L zerlegt, 
Vor der Zerlegung einer jeden Spalte und Zeile muß eine 
Spaltenpivotsuche durchgeführt werden; man sucht das 
betragsgrößte Element in der Spalte, 
Ist das betragsgrößte Element größer als eine Fehler- 
schranke ce, So vertauscht man die Zeilen so, daß das 
Hauptdiagonalelement das betragsgrößte Element in der 
Spalte ist. 
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Ist das betragsgrößte Element kleiner als die Fehler- 
schranke e, so hat man eine linear abhängige Spalte ge- 
funden und die zugehörige Stabendkraft wird als statisch 
Unbestimmte gewählt, 

Die Wahl einer statisch Unbestimmten erfolgt durch Er- 
setzen einer Nulizeile durch eine Einheitszeile (der 
Spaltennummer entsprechende Zeile der Einheitsmatrix 
1n)- 

Im Verlauf der Zerlegung werden die po Nullzeilen durch 
Einheitszeilen ersetzt. Damit werden genau p statisch 
Unbestimmte gewählt. 

Die Zeilenvertauschung merkt man sich zunächst in einem 
Vertauschungsvektor. Aus diesem Vertauschungsvektor bil- 
det man die Permutationsmatrix Y (Anhang Al), die hier 
aus formalen Gründen eingeführt wird. 

Die Einheitszeilen, um die ar erweitert wird, werden in 
einer Matrix Don zusammengefaßt. 


Die Zerlegung ergibt: 
T 


a eiruay! (9.22) 


I Io 


Durch Multiplikation von rechts mit B, bzw. B ergibt 
sich: 
(9.23) 


I 
I (9.24) 


oO 
Io 


Mit den rechten Seiten von (9.23) und (9.24) werden Bo 
und 3, durch wiederholtes Vorwärts-Rückwärtseinsetzen 
berechnet. 

Eine Vereinfachung ergibt sich für den Fall, daß nicht 
8, sondern B, R für wenige Lastfälle berechnet werden 
muß. In diesem Fall wird (9,24) zu: 


1» 


T 


LUBR=-N (9.25) 


io 
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Für die üblichen in der Praxis auftretenden Problemstellun- 
gen erhält man mit diesem Verfahren stabile Lösungen. Nur 
bei schwach Linear abhängigen Zeilen der Gleichgewichtsma- 
trix können sich Fehler .ergeben. Dies ist aber ein Zeichen 
dafür, daß im Tragwerk mit kleinen Änderungen der inneren 
Kräfte relativ große Verformungen möglich sind (Bild 9.5). 
Solche Tragwerke kommen einer kinematischen Kette nahe und 
können nicht mit den Gleichgewichtsbedingungen am unver- 
formten System berechnet werden, 


N 
rchschlagproblem" 
„Du 


Bild 9.5 Schwach linear abhängige Tragwerke 


9.4 Ersatzknotenlasten und Vorverformungen 


Die Berechnung von Stabwerken mit verteilter Belastung 
(Streckenlasten), Temperaturbeanspruehung und Paßungenauig- 
keiten der Elemente wurde in ausführlicher Form für das 
Weggrößenverfahren behandelt, Die Grundlagen für die Be- 
rücksichtigung dieser "Sonderfälle" sind beim Kraftgrößen- 
verfahren die gleichen wie beim Weggrüßenverfahren. Aus 
diesem Grunde können wir uns hier kurz fassen und beschrän- 
ken uns auf Vorverformungen und Ersatzknotenlasten für sta- 
tisch bestimmt gelagerte Stabelemente (vgl. Abschnitt 7.2). 


Es gelte die erweiterte Gleichgewichtsbedingung (vgl. 


(7.19)): 
a E=R+R (9.26) 


und entsprechend zu (7.14) die erweiterte Verträglichkeits- 
bedingung für Vorverformungen: 


ar=sv+tv. (9.27) 
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R sind Ersatzknotenlasten wie sie in Abschnitt 7.2 defi- 


niert wurden, 

Yy sind linear unabhängige Vorverformungen, die man aus den 
Yorverformungen u' (vgl. Abschnitt 7.2) nach (5.15) berech- 
net: 


ee 


Die weitere Berechnung erfolgt nach dem in Abschnitt 9.1 
und 9.2 beschriebenen Verfahren, 

Die Stabendkräfte werden durch Last- und Eigenspannungszu- 
stände dargestellt: 


EBR-6R) + B, X ® (9.28) 
Für die Verformungen gilt: 


Net 


Durch Einsetzen von (9.28) Folgt: 

vaclgR+a) +, x]: (9.29) 
Mit (9.27) erhält man: 

arten )+B,x]+ wm. (9.30) 


Die Ableitung der Bestimmungsgleichungen für X und r er- 
folgt mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten. Im wesentli- 
chen ist dies gleichwertig mit einer Multiplikation der 
Gleichung (9.30) mit Bl von links: 


T En T 
Karel R)+B, Xen. 
Wegen Bia=aB, =0 , (nach (9.3)) folgt: 
A _ T T 
BEE EB RR I =, N. (9.31) 


Analog ergibt sich die Bestimmungsgleichung für r aus einer 
Multiplikation mit Bl von links: 


Bent 
ie 


s 
EB Er R)#B, Kl Bly 5 (9.32) 
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Die weitere Berechnung erfolgt nach dem in Abschnitt 7.2 
dargestellten Verfahren, 

Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich bei der Berech- 
nung der Stabkräfte für R + Ru = 0. Dies tritt z.B. in 
einem Stabwerk auf, das unter Temperaturbelastung, für 
Stützensenkung oder Vorspannung Zu berechnen ist. Gleichung 
(9.31) vereinfacht sich wie folgt: 


T _ T 
BERN. (9.33) 
und die Stabendkräfte ergeben sich aus: 
Es 8, Kr (9.34) 


Dies bedeutet, daß solche "Lastfälle" Linearkombinationen 
der Eigenspannungszustände sind. 


9,5 Bemerkungen zur Berechnung von Einflußlinien nach dem 
See a er ne rn 12a BU TEEN. al DE DEIN SER ar 


Kraftgrößenverfahren 


Die Grundlagen zur Berechnung von Einflußlinien sind in Ka- 
pitel 8 ausführlich dargestellt, Wir beschränken uns des- 
halb hier auf die wesentlichen Merkmale der Berechnung nach 
dem Kraftgrößenverfahren, 


Für alle Arten von Einflußlinien gilt 


Satz 9.5: Die Berechnung von Einflußlinien nach dem Kraft- 
größenverfahren erfolgt auf der Grundlage des Superposi- 
tionsprinzips durch Überlagerung der Einflußlinien des sta- 
tisch bestimmten Hauptsystems und der Einflußlinien für die 
statisch Unbestimmten. 


Dies ergibt sich unmittelbar aus Satz 8.5 in der Anwendung 
auf (9.1) 


E= R+B x 


Bo - = 
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und auf (vgl. (9.17)): 


: 
DeBotlR+B,N. 


Die Berechnung am "(n-1)-fach statisch unbestimmten Trag- 
werk" (Abschnitt 8.4) kann bei Stabwerken mit geringer Re- 
dundanz zu Vorteilen gegenüber dem Weggrößenverfahren füh- 
ren, Die Berechnung einer Einflußlinie am statisch bestimm- 
ten System und der Einflußlinien infolge von Relativverfor- 
mungen ist aus Kapitel 8 bekannt, Yir verzichten deshalb 
hier auf weitere Ausführungen. 


9.6 Zusammenfassung des Rechenganges nach dem 


Kraftgrößenverfahren 
Tre er ENDEN 


Im folgenden wird eine kurzgefaßte Zusammenstellung des Re- 
chenganges gegeben. Die Belastung wird als Knotenlastvektor 
R angenommen: 


{1) Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen 


T 5 T R 
a E=R, Anm mit m>n. 


{2) Wahl der statisch Unbestimmten und Berechnung von B 
und B, durch Ergänzung der Matrix a durch Einheits- 
zeilen zu a und Inversion von al. 

Entweder durch 
- Festlegung der statisch Unbestimnten anhand 
einer Skizze (Abschnitt 9.1), oder durch 
- Gauß-Elimination mit Spaltenpivotsuche und 
Zeilentausch (Anhang A2.1.6). 
(3) Aufstellen der Flexibilitätsmatrix f = diag (f} , 
(4) Berechnung der Matrizenprodukte 


A=BEB, und b=-Bl FB 
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(5) Berechnung der statisch Unbestimmten (9.16): 
AX=b (Cholesky-Verfahren) 
(6) Berechnung der Stabendkräfte (9.1), (4.6), (3.3): 


En EB Re DE X 
Ss = diag t(a)ı F 
ee 


(?) Berechnung der Knotenverformungen (9.17): 
roll 
Dat. 


(8) Verformungsberechnung wie beim Weggrößenverfahren. 


9.7 Beispiele zur Berechnung nach dem Kraftgrößenverfahren 
TE Pr FE N EN ERBEN TE ST EEE 


Die Berechnung nach dem Kraftgrößenverfahren wird anhand 
von zwei einfachen Beispielen dargestellt. 

Im ersten Beispiel wird die Berechnung der statisch Unbe- 
stimmten mit dem Gauß'schen Algorithmus schrittweise erläu- 
tert, Im zweiten Beispiel wird die systematische Berechnung 
des Rahmens von Beispiel 6.2 mit dem Kraftgrößenverfahren 
dargestellt. 


Beispiel 9.3: 
Berechnung eines zweifach statisch unbestimmten Fachwerks 
{Bild 9.6) mit automatischer Wahl der statisch Unbestimm- 


ten, m 1 —— 


Bild 9.6 Fachwerk 
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Gleichgewichtsmatrix: 


® O) & ©) ®) & + Elemente 
Er ©. 60 
= , al 97 0.0 ee je 
aA lo o1ı1ı 02 0 ce = 
a en ee ee. U WE 
+ 
Knoten 


Die Zerlegung erfolgt mit dem in Anhang A2.1.3 und A2.1.6 
beschriebenen Gauß'schen Algorithmus zur Lösung eines spe- 
ziellen unterbestimmten Gleichungssystems: 

al 


-»L 


Ile 
. 


Das Fachwerk ist zweifach statisch unbestimmt, deshalb wird 
die Gleichgewichtsmatrix al um zwei Nullzeilen erweitert, 
Gleichzeitig legen wir, wie in Anhang A2.1.3 beschrieben, 
einen Vertauschungsvektor an: 


0 -1L oo 0 0 -e!|ı 
-100 0 0 -ce||?> 
-T,o ! 2 ° 2 ; 
a’)? - 4 ns 0 =-c 0 4 (Vertauschungs- 
[ee Pre = |s| vektor) 
2 6 


l. Schritt: ’ 
Die Pivotregel (a')ı, = max aD mtiel...,d 
ergibt einen Zeilentausch von 1. und 2. Zeile: 


1000 o-dJf 

-1 0 0 -c 1 

“Tl 1 0 c 0 3 
ve o 0-1 0-c 0lja 
Pe j 

= 6 
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Die ‚2erlegung der ersten Spalte und der Restmatrix von 
(a) ergibt keine Veränderung. 


Ei SSChr EEE: 

Die Anwendung der Pivotregel in der zweiten Spalte ergibt 
keinen Zeilentausch, Die Zerlegung der zweiten Spalte und 
der Restmatrix von ae ergibt: 


-1 0 0 D -c 2 

0-1 0 0 0. -c 1 

-T 0 -1 0 (6) e -c | 
ER ee 
5 

Ü 6 


3. Schritt: 

Die Pivotregel ergibt einen Zeilentausch von 3, und 4, Zei- 
le. Die Zerlegung der dritten Spalte und der Restmatrix von 
(a) ergibt keine Veränderung: 


106000 -c||2 
6-1 0. 0 -ce||ı 
7.3 00-1 0 - 0olla 
a) lo -1.(N_o__e -e||3 
5 
a 6 
7? 
4. Schritt: © 


Die Pivotregel ergibt kein Pivotelement größer Null. Die 
fünfte Zeile von caly’ wird als vierte Zeile der [6x6] -Ein- 
heitsmatrix angenommen. Die 4. Zeile wird mit der 5. Zeile 
vertauscht. Die Zertiegung der vierten Spalte und der Rest- 
matrix von al) ergibt keine Veränderung: 


Th 
(a) = 


av HM 
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5. Schritt: 
Die Pivotregel ergibt keinen Zeilentausch. Die Zerlegung 
der Restmatrix von (al) ergibt keine Veränderung: 


ea 4 
6. Schritt: 
Die Pivotregel ergibt kein Pivotelement größer Null. Die 
sechste Zeile von (a') wird als sechste Zeile der [6x6] - 
Einheitsmatrix angenommen. Die Zerlegung ist damit beendet. 
Als statisch Unbestimmte wurden Fy und F, gewählt: 


oa e2H Hm 


| 
| 
I 
I 
| 
| 
| 


I< 
u 


0 
1 
0 
0 
) 
0 


Mit L, U und V können 3, und Bx bestimmt werden. Die rechte 


So oo 00.» 
oor oo 0 
O-O00o0 0 
"0920500690 
le 
" 
(ee) 
oo 
oo 
oO m 
oO 
- oO 
BERN 


oooOr 00 


21h 9 Das Kraftgrößenverfahren 


Seite von Gleichung (9.23) ergibt: 


> 
4 

oO 0600 

- 92900000 


Durch zweimaliges Rückwärtseinsetzen wird 8, nach Gleichung 
(3.23) bestimmt: 


Die rechte Seite der Gleichung (9.24) ist: 


0100 

1000 

en 
g 

0. 0:0 

00000 


Durch viermaliges Vorwärts-Rückwärtseinsetzen wird B, nach 
Gleichung (9.24) bestimmt: 
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Für die Flexibilitätsmatrix erhält man mit Anhang A3: 


ı 
eye 
vr 


R=|ıo0o0l» 
können die Matrizenprodukte BJ f B, und Bl f 3 R berechnet 
werden: 

100 0 

Bu 5, = und Bl EB R=£ p 
AO 6+2/Y2 = ” 2cti 
45 

Die Lösung des Gleichungssystems -BI f 8, X = BI f BR er- 


gibt; 


0 
As P= |-ozs3| P. 
2 een 0,558 


Mit den statisch Unbestimmten X werden die Stabkräfte F be- 


rechnet: 9558 “_ 4 
0 40,395 -0,395 538 
d,sr2 Si Y1 
-1 +0,395 1ep| -Qlrz 

0,5: ke = 

en -0,395 -1,$ m 

£ = B R + EM x =: 0 P+ 9 P= o\ Ps [MP] 
-&, 86 Ar . AR 
Yz en 1,8% 62! 
0 1558 olsse| -59 


Beispiel 9.4: 
Der in den Beispielen 6.2 bis 6,4 mit verschiedenen Varian- 


ten des Weggrößenverfahrens berechnete Rahmen (Bild 9,7 
(a)) wird im folgenden nach dem Kraftgrößenverfahren be- 
rechnet. 

Aus dem Elementkatalog (Anhang A3) wird das Stabelement 
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Typ-a für die Elemente (]) bis (5) gewählt. 
Die Besetzung der Gleichgewichtsmatrix wird in Beispiel 6.2 
beschrieben. Es ergibt sich: 


Knoten 
1 ı i r 
1 0 I 
------- se SsBessan ro FR, ı 
02.0 \ f 
------ +---- - - 4------- 7472722222427 2 
0 0,25 0,251 1-1 0 0 1-0,8 -0,12 -0,121 
l j 
° 01 j 0 -0,125 -0,125] 0,6 -0,16 0,161 3 
1 
a 1 lo ı oo ı o | 
Bene a em en een ei 
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Die Hyperdiagonalmatrix der Flexibilitätsmatrizen f® ist: 


ı ) 
I j 
26,67 -13,33] | 

| 


13,33 26,571 


h 

1 | l 

10 26,67 -13,33] ı 

I 

lo -13,33 26,671 l 
+ 


-------- - 4-- ZI 04 -- ---- - 4200247 - 
\ 8 0 oe ı 
= j I ! ! 
Fu 1 j.® 53,33 26,67] i 
1 Io -26,87 53,331 I 
Bela Sau a e2Da egal En naa de >oemmnl 
\ | (5 0 | 
| io 33,33 -18,67| 
\ | 0 -16,67 33,33! 
un I Ne uno NE a te 


‚. “16,67 33,33 


1 1 
j | !o 33,33 -16,67 
| | 
j ) 


Der Lastvektor ist: 
AS ee er 


Für die Lösung des Gleichungssystemes verwenden wir SMIS 
I3T11. 

Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt: 

LOAD Fl = AT Ni = 11 N2 = 15 
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ib) 


X 


6 3 2 
EA= 10 KN, En = 5-10 kNm 


Bild 9.7 Rahmen mit statisch bestimmtem Hauptsystem 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Gleichgewichtsmatrix 
a; 
LOAD Fl = KF Nl = 15 N2 = 15 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Flexibilitätsmatrix 
f. 
LOAD FI=ER Ni = 11 N2 = 1 


Es folgen die Elemente des Lastvektors R. 

PSINV FT AT F2=A F3 = BO F4 = BX 

PRINT FL=A 

Die Matrix al wird zerlegt; ER und 3x werden berechnet. Die 
Nummern der zu den statisch Unbestimmten gehörenden Kompo- 
nenten von FE werden ausgegeben*}: 


1 


A=|116 14 15]. 


In Bild 9.7(b) ist das zugehörige statisch bestimmte 
Hauptsystem dargestellt. 
TRMULT Fl = BX F2 = KF F3 = BXTF 


+) Mit PSINV wird in SMIS die Halbinverse einer zeilenregu- 
lären Rechteckmatrix nach dem Verfahren von Gauß-Jordan 
(Zeilenpivotsuche und Spaltentausch) berechnet. 
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Das Matrizenprodukt B, f wird gebildet, 

MULT Fl = BXTF F2 = BX F3 =BXTFBX 
SCALE Fl = BXTFBX Sl = -1.0 

Das Matrizenprodukt -B! f B, wird gebildet. 
MULT Fl = BO F2=R F3 = BOR 
MULT Fl = BAXTF F2 = BOR F3 = BXFBOR 
Das Matrizenprodukt B f£ 3 R wird gebildet. 
SOLYE Fl = BXTFBX F2 = BXFBOR 

PRINT Fl = BXFBOR 


Das Gleichungssystem -B! £ 8,X > Bl f£B, R wird gelöst, 
und die statisch Unbestimmten X werden ausgegeben: 
x" = (-2,212 5,798 -2,674 -0,123]. 
MULT F1 = BX F2 = BXFBOR F3 = F 
ADD Fl=F F2 = BOR 
PRINT Fl=F 


Die Tinear unabhängigen Stabendkräfte werden berechnet 
(F = B, + 8, R) und ausgegeben: 


Dimension [kN, kNm ] 


MULT Fl=Kr F2 = F F3 =V 
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TRMULT Fi 
PRINT Fi= KR 
Die Elementverformungen v = £ F und die Knotenverformungen 


rs 8 f E werden berechnet, und die Knotenverformungen 
werden ausgegeben: 


u 
o 
o© 
an 
m 

n 
= 
[a 
ww 

u 
a 
a 


Dimension [rad, m] 


Es ergeben sich die gleichen Stabendkräfte und Knotenver- 
formungen wie in Beispiel 6.2. Mit den Stabendkräften kön- 
nen die Zustandslinien ermittelt werden, Es wird an dieser 
Stelle darauf verzichtet, die Zustandstinien darzustellen. 
In den Bildern 6.3 und 6.4 findet man die graphische Dar- 
stellung. 


Aufgaben: 


[un —— nn 


v 
9.1 Der dargestellte Rahmen ist nach dem Kraftgrüßenverfah- 
ren zu berechnen. 
1kN 2kN 
Alle Stäbe: 
2 2 
A= 30-10 mm 


y y 
I = 1940-10 mm 


sea u — 
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Für die Berechnung sind die statisch Unbestinmten "von 
Hand" zu wählen. 

9,2 Für den Rahmen (Aufgabe 9,1) ist dieselbe Berechnung 
für ein Momentengelenk in A durchzuführen. 

9.3 Für das im folgenden dargestellte räumiiche Stabsysten 
aus Fachwerkelementen sind die Schnittgrößen zu berech- 
nen. Hierbei ist das statisch bestimmte Hauptsystem aus 
den Gleichgewichtsbedingungen zu berechnen. 


Draufsicht: 
aN Alle Stäbe: 
S 2 2 
; 1a A = 300-:10 mm 
IN Die Stäbe sind nur im oben- 
8m 


Do liegenden Dreieck durch Kno- 
12m 


ten verbunden. 


2kN 


Ansicht: Lasten: horizontal 2 kN 
H— um —| vertikal 10 KN 
10kN IKN 

x | 
10m 


9.4 Wie groß sind die zusätzlichen inneren Kräfte, wenn in 
dem Fachwerkturm der Abstand der Lager AB um 100 mm 
durch eine Zwangsverformung der Lager verkürzt wird? 

9.5 Wie groß muß in dem dargestellten Fachwerk die Stab- 
kraft F, gewählt werden, wenn sich AL, zu 0,1 £, erge- 
ben sol}? 
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Querschnittswerte: 


Alle Stäbe mit gleicher 


Querschnittsfläche A 


9.56 Wie groß muß in dem unterspannten Träger die Stabkraft 
F gewählt werden, damit sich eine Durchbiegung 
$ = 0,1 m einstellt? 


Stabelemente: 


u 4 
I= 3-10 m 


e 2 
A= 10° m 
Fachwerkelemente: 


en 2 
A = 0,1-10 m 
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10 Das Verfahren der Übertragungsmatrizen 


Das Verfahren der Übertragungsmatrizen wurde für die Be- 
rechnung beliebig gelagerter ebener oder räumlicher Durch- 
laufträger entwickelt /18/. Man bezeichnet dieses Verfahren 
auch als Übertragungs- oder Reduktionsverfahren. 

Eine wesentliche Voraussetzung ist, daß an keinem Knoten 
des Stabtragwerkes mehr als zwei Elemente anschließen (Bild 
10.1). 

Wir wollen uns im folgenden auf ebene Systeme beschränken. 
Eine weitergehende Darstellung des Übertragungsverfahrens 
findet man bei Kersten /35/. 

üÜbertragungsmatrizen für gekrümmte und für gerade und ge- 
krümmte, elastisch gebettete Stabelemente findet man bei 
Petersen (/61/, /62/, /63/). 


Bild 19.1 Beispiele ebener Durchlaufträger 


10.1 Der Grundgedanke des Übertragungsverfahrens 


Bei jedem ebenen Stabelement können pro Elementende (Kno- 
ten) sechs Zustandsgrößen definiert werden. Es sind dies 
die drei Kraftgrößen: 

Normalkraft (N), 

Querkraft (Q) und 

Biegemoment (M), 


10.1 Der Grundgedanke des Übertragungsverfahrens 223 


und die drei Verformungsgrößen: 

Verschiebung in Stablängsrichtung (u), 

Durchbiegung senkrecht zur Stabachse (w) und 

Stäbendverdrehung (P), 
Durch die spezielle Form der Stabtragwerke kann stets ein 
Anfangs- und ein Endknoten festgelegt werden. An einem sol- 
chen Anfangs- oder Endknoten sind stets drei der Zustands- 
größen bekannt und drei unbekannt, Welche der Zustandsgrö- 
ßen bekannt und welche unbekannt sind, hängt von den Rand- 
bedingungen des Anfangs- bzw. des Endknotens ab. In Bild 
10.2 sind Beispiele für die Ausführung von Anfangsknoten 
zusammengestellt; für Endknoten gelten analoge Beziehungen, 


Zustandsgrößen im Knoten 1 


Anfangs- bekannt: unbekannt: 
knoten 1 


tl uw, $P=0 N, Q,M 


kb N,Q,M:= 0 uU,w,»” 


1 N, M=0 uU, w,9 


te) nn =’ al - ie 


Bild 10.2 Beispiele für Anfangsknoten 


Betrachtet man ein einzelnes Element eines Stabwerkes, so 
können alle Zustandsgrößen des rechten Knotens durch die 
Zustandsgrößen des linken Knotens (und umgekehrt) ausge- 
drückt werden; hierbei werden die Kraftgrößen mit den 
Gleichgewichtsbedingungen und die Verformungsgrößen mit den 
kinematischen Verträglichkeitsbedingungen und den Flexibi- 
litätsbeziehungen ermittelt. Ebenso können an einem Knoten 
die Zustandsgrößen rechts vom Knoten durch die Zustandsgrö- 
Ben links vom Knoten ausgedrückt werden. 

Benutzt man diese Eigenschaften, so kann man für einen be- 
liebig belasteten Durchlaufträger ohne Gelenke und ohne 
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starre Lager zwischen Anfangs- und Endknoten das Übertra- 
gungsverfahren entwickeln. In Abhängigkeit von den drei un- 
bekannten Zustandsgrößen des Anfangsknotens (linker Knoten 
des ersten Elementes) werden bei einem ersten Berechnungs- 
gang die Zustandsgrößen aller Knoten infolge einer äußeren 
Belastung sukzessive ermittelt. Man erhält so die Zustands- 
größen des Endknotens in Abhängigkeit von den drei unbe- 
kannten Zustandsgrößen des Anfangsknotens. 

Das zu lösende Gleichungssystem hat die Dimension [6x6] mit 
jeweils drei unbekannten Zustandsgrößen des Anfangs- und 
Endknotens. 

In einem zweiten Berechnungsgang werden die Zustandsgrößen 
der Elemente aus den sechs bekannten Zustandsgrößen des An- 
fangsknotens wiederum sukzessive berechnet. 

Im Gegensatz zum Weggrößen- und Kraftgrößenverfahren (Kapi- 
tel 6 und 9) ist die Dimension der zu lösenden Gleichungs- 
systeme von der Anzahl der Knoten und Elemente unabhängig. 


Sind bei einem Durchlaufträger zwischen Anfangs- und End- 
knoten Gelenke oder starre Lager angeordnet, so ergeben 
sich zusätzlich unbekannte Verformungs- bzw. Kraftgrößen 
und zusätzliche Bestimmungsgleichungen infolge von Kraft- 
bzw. Verformungsbedingungen (Bild 10.3). Die zusätzlichen 
unbekannten Zustandsgrößen werden im folgenden als Sprung- 
größen bezeichnet. 

Kraft- bzw. Verformungsgrößen 


bekannt: unbekannt: 


fa} {0} 

1b] ec uw=o H, v 
Zn 
ti 


Bild 10.3 Gelenk und Lager mit Sprunggrößen 
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10.2 Zustandsvektoren und Übertragungsmatrizen 
[0 zen 


An einem unbelasteten Element wird ein bekannter Vektor von 
Stabendkräften (59) mit den Gleichgewichtsbedingungen vom 
linken zum rechten Knoten übertragen. 

In Bild 10.4 sind die Komponenten der Stabendkraftvektoren 
Se und Eu eines ebenen Stabelementes dargestellt. Beim 
Obertragungsverfahren werden alle Zustandsgrößen in den 1o- 
kalen Koordinaten des betrachteten Elementes angegeben. 


2 Ne x eher an = © a u 
25 5; 


1 Bj, —| 


Bild 10.4 Kraft- und Verformungsgrößen 


eines ebenen Stabelementes 


Für die Stabendkräfte des rechten Knotens des Elementes © 
gilt: 


BESTE (10.1) 


& wird als Kraftübertragungsmatrix bezeichnet und ist wegen 
ihrer Eindeutigkeit regulär. 
Die Stabendverformungen des linken Knotens werden ebenfalls 
zum rechten Knoten übertragen. Mit dem Prinzip der virtuel- 
len Arbeiten au für virtuelle Kräfte Er und 3 in Rich- 
tung von u” und u: 

een Te dsl “ (10.2) 
Dabei stellt die ]inke Seite der Gleichung die äußere und 
die rechte Seite die innere eh dar. Die inneren elastj- 
schen Verformungen werden mit [ bezeichnet; sie werden am 
linken Knoten definiert, 
Setzt man für die virtuellen Kräfte = Gleichung (10.1) 
ein, So ergibt sich 


Fr HE en 
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Für beliebige 8% ist 


Teer, ol _ -e 
Kur ch 


Daraus können die Verformungen am rechten Knoten berechnet 
werden: 


U Wera. (10.3) 


Es gilt ein zur Gleichung (5,4) analoges Werkstoffgesetz 


_e f st 


nass (10.4) 


Wir definieren den Zustandsvektor des linken und rechten 
Knotens zu 


— .r 

 _|[#i r _ |#i 

Zi "|<e Zi " Ir (10.5) 
5; 3; 


Für die Obertragung vom linken zum rechten Knoten eines 
Elementes ergibt sich damit aus (10.1), (10.3) und (10.4): 


or ehrt ce 
-il _ -i i -i| |- 
Bun = (10.6) 
S, 0 G, S; 
—i _ -ı | 
Mit der Übertragungsmatrix 
a 
u (10.7) 
0 G, 
- -i 
gilt allgemein 
-+{r _0ı — 
z, U, 2 - (10.8) 
Ist ein Element belastet, so ist 
-+{r _ 0 =i0. 
2; U, zi + zZ (10.9) 


mit 2 als Zuwachs des Zustandsvektors infolge einer Bela- 


stung zwischen den Knoten des Elementes; bei Streckenlasten 
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erhält man ze durch Integration: 


us 

so _ J-i 

2; ® zo (10.10) 
=i 


u ergibt den Zuwachs der Stabendverformungen des rechten 


Knotens und ® den der Stabendkräfte am rechten Knoten in- 
folge der Belastung. Wir bezeichnen im folgenden = als 
Lastvektor des Elementes, 

Gleichung (10,9) macht es somit möglich, den Zustandsvektor 
vom linken Knoten des Elementes oO) zum rechten Knoten des 
Elementes unter Berücksichtigung von äußeren Lasten zu 
übertragen, 

Im nächsten Schritt werden die Zustandsgrößen vom rechten 
Knoten (Stabende) des Elementes ©) (z.) zum linken Knoten 
(Stabende) des Elementes (Zi) übertragen, 

- Die Elemente des Durchlaufträgers sind mit 6) beginnend 
fortlaufend numeriert. Das Element Oo hat links die Kno- 
tennummer i und rechts die Knotennummer i+l. - 

Für die Übertragung am Knoten k soll gelten: 


— RR; 
Zi  uz- (10.11) 
Dabei ist U, die Obertragungsmatrix des Knotens k, die ent- 
sprechend der Ausbildung des Knotens k besetzt ist. 
Für einen ungelagerten, knick- und gelenkfreien Knoten hat 
U, die Form: 

m 10% 

L, = (10.12) 

2 1 


Ist ein Knoten belastet, so denkt man sich die Belastung an 
einem Stabende eines Flementes angreifend, Man berücksich- 
tigt also auch Knotenlasten bei der Berechnung des Lastvek- 


tors zı bzw. Dirye 
Da beim Übertragungsverfahren immer im lokalen Koordinaten- 


system gerechnet wird, sind bei einem Knick des Durchlauf- 
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trägers im Knoten k die Stabendkräfte und -verformungen zu 
drehen. Han benutzt dazu die Drehungsmatrix L, (entspricht 
L! von Gleichung (3.7)). Für die Berechnung des Winkels 
wird das lokale Koordinatensystem des Elementes als 
globales und das des Elementes ©) als lokales Koordinaten- 
system interpretiert, Bei einem Knick ist also 


(10.13) 


Io 
1 

r 
= 


ist der Knoten k elastisch gelagert, so ist mit £ als Ma- 
trix der Federkonstanten 
- I % 
uU =|”7 (10.14) 

k -c -I 

zk. TS 

In Bild 10.5 wird diese Beziehung für Dreh- und Senkfedern 
verdeutlicht. 


y IC u 

(0) MG) © #r DAN GO 
2 > Szia 

Kzi+1 tere Kziel chuk 


Bild 10.5 Kräfte und Verformungen an 


Lagerpunkten mit Federn 


Für einen Knoten k ohne starre Lagerung und ohne Gelenk er- 
gibt die Zusammenfassung der Gleichungen (10,12) bis 
(10.14) für die Übertragungsmatrix 


u u 8 
Do (10.15) 
=K lie -L 

Sk Er 


Bei starren Lagern und Gelenken ergeben sich zusätzliche 
unbekannte Kraft- bzw. Verformungsgrößen Zy > nämlich Aufla- 
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gergrößen und gegenseitige Verformungen (Bild 10.3). An 
Stelle von Gleichung (10.11) gilt dann 

Del, 2.2 (10.16) 
Es gibt zwei Möglichkeiten, diese Sprunggrößen zu erfassen, 
Einmal , kann man die mechanische Bedeutung der zugehörigen 
Kraft- bzw, Verformungsgröße ändern und die folgende Be- 
rechnung nicht mit der ursprünglichen Zustandsgröße sondern 
mit der Summe aus Zustands- und Sprunggröße durchführen, In 
diesem Fall bliebe die Größe des zu lösenden Gleichungssy- 
stems erhalten. In einem zweiten Berechnungsgang müßten die 
Sprunggrößen ermittelt werden. Eine andere Möglichkeit ist, 
die mechanische Bedeutung beizubehalten und den Vektor der 
unbekannten Zustandsgrüßen um die Sprunggröße zu erweitern, 
Diese Methode führt zwar zu einer direkten Erweiterung der 
Dimension des Problems, ist bei einer Systematisierung der 
Berechnung jedoch von Vorteil. 
Bei der praktischen Berechnung macht man die Übertragung 
nicht für jedes Element und Jeden Knoten einzeln, sondern 
überträgt in einem Schritt vom linken Knoten des Elementes 
©) zum linken Knoten des Elementes « Die Übertragun- 
gen nach Gleichung (10.9) und Gleichung (10.16) ergeben 
= Ta 


zZ = 


=, 2,5 — >0 
2igh try Hr lhz. 


4 2 


Das Produkt der Matrizen Y, nach Gleichung (10.15) und u 
nach Gleichung (10.7) fassen wir zu einer neuen übertra- 


gungsmatrix Ir zusammen. Die Übertragung von 2° über den 
Knoten k ergibt den neuen Lastvektor 2: 
zn -L, (a)! L, cal! e 
U ne We 
Ki le fr, Ay] (10.17) 
0 _ -o 
und 2; °® U, Zi 
rer 4 —L = 0 
Somit ist ZH zit «KrZ- (10.18) 
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10.3 Das Verfahren der Übertragung 
Mit Gleichung (10.18) und der Übertragungsmatrix nach Glei- 
chung (10.17) können nun, wie in Abschnitt 10.1 beschrie- 
ben, die Zustandsvektoren in den einzelnen Elementen in Ab- 
hängigkeit von den unbekannten Zustandsgrößen des Anfangs- 
vektors sukzessive berechnet werden. 

Ausgehend vom Zustandsvektor z ergeben sich bei einem 


Durchlaufträger mit n Elementen die Zustandsvektoren = bis 


z zu: 
2 - vH f+rzeZ 
z -% Z+ız+2=% Hr er) sr 
zu "Hr +2 
= U; U U z + Us Un (Z2+Z0) + 5 Gerz) + 2 +2 
z,° In zZ, * Easa u a 


zZ 
PEN OLE — n 3 2,50 zZ 0 
A —i zı * R> s 1l f v (z;*2,.,)) ae Zn+l 2 Zn 


Der Vektor der Zustandsgrößen des Endpunktes wird mit 2 
bezeichnet. Wenn am Ende des Durchlaufträgers Lagerbedin- 
gungen vorhanden sind, können diese im Vektor der Sprung- 
größen ie erfaßt werden. Das Ende des Durchlaufträgers 
ist dann ungelagert und es gilt: 


L 2 
Snrı 0a 


Eine andere Möglichkeit zur Erfassung der Lagerbedingungen 
am Ende des Durchlaufträgers ist, diese im Zustandsvektor 
Zar als Unbekannte zu berücksichtigen, 

Die Dimension des zu lüsenden Gleichungssystems ist gleich 
der Summe aus Anzahl der Sprunggrößen und der Dimension von 
z (im ebenen Fall sechs). 


Wie oben erwähnt, sind in einem zweiten Berechnungsgang die 
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Zustandsgrößen in den einzelnen Elementen durch wiederholte 
Matrizenmultiplikation zu berechnen. 

Aufgaben, wie man sie mit dem Übertragungsverfahren löst, 
werden als Randwertprobleme bezeichnet. 

Das Verfahren wurde ursprünglich für die Berechnung mit 
Tischrechenmaschinen entwickelt. Es wird jedoch auch heute 
noch bei der Berechnung von Durchlaufträgern in kleineren 
Rechenanlagen verwendet. 

Es ist möglich, andere Stabtragwerke (Bild 10.6) mit dem 
Übertragungsverfahren zu berechnen /35/. In einem solchen 
Fall müssen Teile des Tragwerks angefedert werden. Die Be- 
rechnung ist jedoch nicht mehr exakt. 

Ein Problem ist die im Vergleich zum Weggrößenverfahren re- 
lativ große numerische Instabilität, die durch die wieder- 
holte Multiplikation und die damit verbundenen Rundungsfeh- 
ler verursacht wird /95/. 


=S ak nG f 
h B BE E 


c, = BkEI/h 


Bild 10.6 Rahmentragwerk mit Idealisierung als 
Durchlaufträger unter Vernachlässigung 


von Normalkraftverformungen 


Das Übertragungsverfahren ist damit beschrieben. Einen 
Überblick über die erforderlichen Einzelschritte gibt die 
folgende 
Zusammenfassung der Berechnung nach dem Übertragungsverfah- 
ren 
{1) Festlegung der Element- und Knotennumerierung; 
(2) Festlegung der Zustandsvektoren von Anfangs- und End- 
knoten; 
(3) Festlegung der Sprunggrößen; 
(4) Besetzung der Übertragungsmatrizen u und der Lastvek- 
toren 2 
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(5) Berechnung des Produktes I U, und der Produktsummen 
i 


0 


zn u, Zi-ı und En U, z, nach Gleichung (10.19); 


(6) Lösung des een aus (10.19) und den Be- 
dingungsgleichungen für die Sprunggrößen; 

(7) Wiederholung der Produkte von (5) und elementweise Be- 
rechnung der Zustandsgrößen. 


10.4 Öbertragungsmatrizen und Zustandsvektoren des ebenen 


er e‚,“” 


Stabelementes 


Für das ebene Stabelement sind die Zustandgrößen des linken 
und rechten Stabendes in Bild 10,4 dargestellt. 

Die Kraftübertragungsmatrix nach Gleichung (10.1) wird aus 
den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt: 


100 
5=-j|0 -ı 0 (10.20) 
0-2 -1 


Die Inverse der Transponierten von 6; ist 


>. ir &Q 
ee ee (10.21) 
© © -1 


Die Flexibilitätsmatrix wird analog zu der des ebenen Stab- 
elementes Typ-b gebildet: 


sis 0 0 
2 
ea Re (10.22) 
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Die Drehungsmatrix ist mit der von Kapitel 3 identisch: 


cosa -sina 0 
IL, = [sina cosa 0 (10.23) 
) 0 1 


Für die Matrix der Federsteifigkeiten wird eine Diagonalma- 
trix angenommen: 


© 0 0 
& 0 c, 0 (10.24) 
0 0 oh 


Damit kann die Übertragungsmatrix u; für das ebene Stabele- 
ment entsprechend Gleichung (10.17) gebildet werden: 


u] Ua ug 5ı S2 33 


© -s  s2! -et/(En) se’ /(6EL,) -se”/(ZEL,) I 
se ne! -SL/(EA) cr’ /(6EL,) ce“ /t2EL,) m 


2 Pe 

„eo al en | 
co 0 etc 2/(EA) -5 0 Sı 
Be 5 erc,2 /(6EL,) -eeLZEL,) 35 
oo co] 0 &rcgE” /(ZEI,) 1rcp2/tEL,)| 3; 
(ce = cosa, s=sina) (10.25) 


Für den ebenen Durchlaufträger ohne Knicke vereinfacht sich 
unter Vernachlässigung der Normalkraftverformungen die 
Übertragungsmatrix. In diesem Fall ist 


sine =0 und cosa=|]| 


und die zur Normalkraftverformung ü, und zur Normalkraft 5, 
gehörigen Zeilen und Spalten in u; können gestrichen wer- 
den. 
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Damit ergibt sich: 


| 3 2 
ar eJteely) £ /(ZEI,) 
0 ıl -2 /t2EI,) -L/(EI,) 
US Tannen een (10.26) 
Ce, e„eı I-c,£ /(6EI,) et /(ZEI,) 


2 
0 "Sl trcge /ÜREI,) 1+ege/(El,) 


Für das Übertragungsverfahren werden neben den Übertra- 
gungsmatrizen u, die Lastvektoren 2 benötigt, die den Ein- 
fluß der Belastung im Element ©) auf den linken Knoten des 
Elementes erfassen, d.h. Knicke und elastische Lage- 
rung im betreffenden Knoten müssen berücksichtigt werden, 
In der Herleitung des Lastvektors 2 wird entsprechend 
Gleichung (10.9) zuerst der Lastvektor er berechnet, der 
den Einfluß der Belastung auf das rechte Stabende des Ele- 
mentes ©) berücksichtigt. Anschließend berechnen wir den 
Lastvektor = nach Gleichung (10.17). Für den Lastfall ei- 
ner linear veränderlichen Streckenlast (Bild 10.7 (a)) ist 
der Lastvektor 


h 0 
4 
L (p"+4pf)/(120E1,,) aı 
2 (p"+apeyyl2acı 
SR pP +3p)/l y) a, 
a = (10.27) 
ö ö 
-(p"aptyey2 a; 
2: 
-(p"+2pt)& /6 Ay 
{a} tb) 
p’ ; S,.us 
uz 


Bild 10.7 Streckenlast und Einzellast im Element 


10.4 Übertragungsmatrizen und Zustandsvektoren „.,. 235 


Mit den berechneten Hilfswerten a, bis a, wird zZ mit U, 
nach Gleichung (10.15) berechnet: 


-a,sina 
a,C0Sa 

0 a2 

Zi = I-------- (10.28) 
azsina 


-c ad3c0Sa 
-Cpag-ay 
c und en sind die Federsteifigkeiten nach Gleichung 
(10.24). 


Für den ebenen Durchlaufträger ohne Knicke wird rn unter 
Vernachlässigung der Normalkraftverformungen zu: 


e ie +4pt )/(120EL, ) 
2 (p" +3p? )/(24EL, s 
SB RER ER ee ARE (10.29) 
-c es {p" +4p£ )/(120EL, ) + (p? +p er 


op e (pf +3p? J/LZEEI, ' + (2pt +p rn? /6 


Für eine im Element ©) angreifende Einzellast (Bild 10,7 
(b)) gilt: 


0 0 
3 
Pb /(6E1,) aı 
2 
x -Pb /(ZEI,) a2 
el el (10.30) 
0 0 
-P ag 
-Pb a, 


Gleichung (10,238) ergibt den Lastvektor 2 


Für den ebenen Durchlaufträger ohne Knicke wird z, unter 
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Vernachlässigung der Normalkraftverformungen zu: 


3 
Pb /(6EI,) 


-Pb’/(2EI ) 
Bl N (10.31) 
-c,Pb /{SEI,) + P 


2 
cpPb /(ZEI,) + Pb 


Dies sind die häufigsten Lastfälle. Die Lastvektoren für 
andere Lastfälle können mit den Gleichgewichtsbedingungen 
und dem Prinzip der virtuellen Arbeiten berechnet werden. 
An einem elastisch gelagerten und einem starr gelagerten 
Durchlaufträger wird nun das Übertragungsverfahren erläu- 
tert. 


Beispiel 10,1: 

Der in Bild 10.8 abgebildete elastisch gelagerte Durch- 
laufträger wird unter Vernachlässigung von Normalkraftver- 
formungen mit dem Übertragungsverfahren berechnet. 


Dr 16KN/m Element 0) n 
ch EI, = 16,667 kNm 
ce Element @ u. 6) 
k- Im— De -L im a EI, “ 846 ENM 


Bild 10.8 Elastisch gelagerter Durchlaufträger 


Die Federsteifigkeiten sind wie folgt festgelegt 


[g} 
u 


1 
20 KN/m , cn = 10 kNm , c, = 100 kN/m , 
4 W 
50 kN/m und cp = 50 kNm . 


[z} 
} 


Da weder Gelenke noch starre Lager im Tragwerk vorhanden 
sind, gibt es keine Sprunggrößen,. 

Nach Voraussetzung müssen Knotenlasten im Element angrei- 
fen. Wir berücksichtigen die Belastung am linken Stabende 
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des Elementes (T) im Lastvektor 2): 


Die Zustandsvektoren des Anfangs- und Endknotens sind ent- 
sprechend den Randbedingungen: 


= u 

Ua U 

= BR 

Zu u3 = U3 
z = 7 Zi] und z = 
-20U; 0 


Die Übertragungsmatrizen der Elemente ©) bis 6) und die 
Lastvektoren 2 und z3 werden mit Hilfe der Gleichungen 
(10.26), (10.29) und (10.31) besetzt: 


1-1, 0,01 0,03 1 -1 0,0025 0,0075 
0 1 |-0,03 -0,06 o 11!-0,0075 -0,0150 
Yı tr-- —- —- - —- _ ____ Us = al, -——— _-—_- .___ 
-100 1001 ) -3 0 & 1 0 
% 8°, i 0. i 
1 1 0,0025 0,0075 0,005 0,01 
0 1 !-0,0075 -0,0150 -0,015 -0,04 
| =D" 2; 0 _ 
U; = re Zi = 7 =] 2 = r—-— 
"50 50) 0,8750 -0,3750 ) 15,50 
0 -50| 1,3750 1,7500 0,500 10 


Mit SMIS kann man die Matrizenprodukte und die Matrizensum- 


men durchführen. Die Eingabe ist im folgenden zusammenge- 
stellt: 


LOAD FlL=eVUl N=4 N=4 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix U.. 
LOAD Fl=l02 N=4 N2=4 
Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix Up. 
LOAD Fl=03 NI=4 N2=4 


Es folgen zeilenweise die Elemente der Matrix U3. 
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LOAD Fl=Z10 N1=4 N2 = 1 


Es folgen die Elemente des Lastvektors = 


LOAD Fl= 230 Nl=4 N2 = 1 


Es folgen die Elemente des Lastvektors Z 
MULT Fi = U3 F2 = U2 F3 = 032 
MULT Fl= 432 F2 = Ul F3 = U321 
Die Matrix U321 enthält die Elemente des Matrizenproduktes 


N 
w 
. 


Us S Ui. 
MULT Fl = 032 F2 = 210 F3 = Z0 
ADD Fl = 20 F2 = Z30 


Der Vektor Z0O enthält die Elemente des Lastvektors; er wird 
aus der Summe U; Ur zZ + 2. gebildet. 

PRINT Fi 0321 

PRINT Fl= Z0 

Mit der Übertragungsmatrix des Gesamtsystems U321 und dem 


Lastvektor ZD des Gesamtragwerkes wird das zu lösende Glei- 
chungssystem aufgestellt: 


Y WU z +2 +2 = Z oder 
t 
I 1 mn 
-1 -1,0,1 0,12 Ua 0,05 0,01 Un 
I pen | _ö 
3 -2 1ı-0,06 0 Uz -0,03 -0,04 U3 
--- -- +-- - - - —- ---rl + |-----| + ----| = |--- 
-50 150ı -5 -9 -200, -2,50 15,5 0 
—| 
-350 3001 4-5 - 100; 2 10 ) 


Mit den beiden letzten Zeilen des Gleichungssystems werden 
die unbekannten Anfangsverformungen bestimmt. Aus 


_. ae 
50 u, + 240 ug + 13 


0 und 


1 Ben 
-430 u> + 350 u3 + 12 


u 
oO 


ergibt sich: / j 
Ua = -0,013836 und Us = -0,051284 . 
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Der Anfangsvektor der Zustandsgrößen ist damit 


-0,013836 
_  |0,051284 
zZı = == —- on. 
0,276700 
0,512840 


Für den zweiten Berechnungsgang wird der Anfangsvektor der 
Zustandsgrößen z in SMIS eingelesen und die Zustandstands- 
größen der weiteren Elemente mit den folgenden SMIS-Befeh- 
len ermittelt, 

LOAD Fl= Zi N1=4 N2 = 1 


Es folgen die Elemente des Vektors z. 


MULT Fl= U F2 = ZIL F3 = Z2L 

ADD Fl = Z2L F2 = Zi0 

PRINT F1l = Z2L 

Die Zustandsgrößen zZ werden durch den Befehl PRINT ausge- 
geben. 

MULT Fl = U2 F2 = Z3L 

PRINT Fl = ZalL 

Die Zustandsgrößen z werden durch den Befehl PRINT ausge- 
geben. 

MULT Fl = 3 F2 = ZaL 

ADD Fl = Z4L F2 = 230 

PRINT Fl = Z4L ö 


Die Zustandsgrößen Zu; d.h, die Zustandsgrößen rechts des 
Knotens 4 werden ausgegeben. Es ergibt sich zusammengefaßt: 


0,0606 0,1624 0,2143 

-. _ [91054] _, _ [-0,0851 2 [0,0255 

IE Were 23 = Pr zu = |------ 
-5,2833 -5,2833 0 
1,2896 -3,9938 0 


Dimension [kN, kNm, m] 
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In Bild 10.9 sind die Biegelinie und die Querkraft- und Mo- 
menten-Zustandslinie graphisch dargestellt, 


Die Auflagerreaktionen am Knoten 4 werden entweder über das 
äußere Gleichgewicht oder aus den Federbedingungen Vusc,U, 
und M,=cpuz ermittelt. 

Es ergibt sich V, = -10,7167 kN und My, = 1,2771 kNm. 

Bei der Querkraftlinie ist die Einzellast im Knoten 1 zu 


berücksichtigen. 


Dimension [m, kN, kNm] 
Bild 10.9 Biegelinie, Querkraft- und Momenten-Zustandslinie 


Wie schon erwähnt, ist das Übertragungsverfahren ursprüng- 
lich für die systematische Berechnung mit Tischrechenna- 
schinen entwickelt worden. Falk /18/ schlägt dazu ein spe- 
zielles Verfahren für die Matrizenmultiplikationen vor, das 
im Anhang Al erläutert wird, 

Das Beispiel wird mit den oben angegebenen Übertragungsma- 
trizen nach dem Falk'schen Schema berechnet (siehe Seite 
241). 

Als Ergebnis erhält man das folgende Gleichungssystem: 


: RN _ _4 

(i) -3 Un - 2,2 Uz - 0,06 = U, 

a. = _ı 

(ii) 4,2 u - 2 Uz3 - 0,07 = uz 
= Si 

(iv) 50 ua + 240 ug - 13,0 = 0 

1 _. 

(v) -430 u, + 350 ü3 + 12,0 =-0, 
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Aus den Gleichungen (iv) und (v) (siehe Seite 240) können 
die unbekannten Anfangsverformungen u; und Us berechnet 


. =]. 

werden: Ua = -0,013836 
Bi 
Us = -0,051284 . 


Im zweiten Berechnungsgang benutzt man das Falk'sche Schema 
des ersten Berechnungsganges, führt jedoch die nun mögli- 
chen Multiplikationen mit U, und uU; durch. Es ergibt sich 
ZE bis Z£ (siehe Seite 241). 


Beispiel 10.2: 

Der in Bild 10.10 abgebildete Zweifeldträger wird nach dem 
Übertragungsverfahren unter Vernachlässigung der Normal- 
kraftverformungen berechnet. Der Einfluß von Sprunggrößen 
(hier Auflagerreaktionen) wird speziell erläutert. 


BERN 
BET kN/m in allen Elementen 


EI, = 20 EI“ 
Y y 


Bild 10.10 Zweifeldträger 


Zur Vereinfachung wird EI, = 1 gesetzt, Damit werden EID- 
fache Verformungen berechnet. Wir berücksichtigen das Auf- 
lager am Knoten 4 im Endvektor 2: Die Zustandsvektoren des 
Anfangs- und Endknotens sind: 


1 

U 0 

_ı ‚Alf 
ee 
21. = 7, zu = u 

0 52 

0 D 


ZU ch. 4 
Zu den unbekannten Zustandsgrößen Uz2, Ua, Uz und $, kommen 
bei starr gelagerten Durchlaufträgern die Lagerreaktionen 
im Innern als unbekannte Sprunggrößen hinzu, hier die La- 


10.4 Übertragungsmatrizen und Zustandsvektoren ... 243 
—_ lea ZEN ING Austandsvektoren „„„ 253 


gerreaktionen A und B (Bild 10.10). Gleichzeitig gibt es 
für jede Lagerreaktion eine zusätzliche Bestimmungsglei- 
ehung. Hier sind dies die Bedingungen 


_2 3 
u, = 0 und u=0. 


Die Zustandsvektoren der Sprunggrößen 23 und zu sind ent- 
sprechend der Lagerung besetzt: 


0 0 
F N) 2 h) 
22 = || A 23 = |--|8B 
l ı 
0 0 


Die EN der Elemente ©) bis @) und die 
Lastvektoren zı und z3 ergeben sich zu: 


1-2 10,0667 0,1 er 10,533 0,4 
0 ee 0 11 -0,4 -0,2 
U, =|--- 4+---- ---- U, = U; =] ----+---- —---- 
Fi 0 09! 1 0 = = 00] 1 0 
0 0 | 2 1 De) 4 1 
0,2667 4,2667 + 4,2667 8,5334 
_. [0,5333 0 |4,2667 - 6,4 _ ["10,6667 
ae ee 
16 64 + 128 192 


Mit SMIS können die erforderlichen Matrizenprodukte ausge- 
führt werden. Die Befehle sind analog zu denen von Beispiel 
10.1. 

Für die Sprunggrößen (Lagerreaktionen A und B) sind zusätz- 
lich die Matrizenprodukte Us U2 zZ» und U, 2, zu bilden, 

Das zu lösende Gleichungssystem hat die Form (vgl. 
(10.19)): 


Fir 


Dis, ze Us U 25 + U; 23 + Val; D+rz=z 
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Das Beispiel wird hier mit den oben angegebenen Übertra- 
gungsmatrizen nach dem Falk'schen Schema berechnet (siehe 
Seite 245). 

Als Ergebnis erhält man das folgende Gleichungssystem: 


=] 7 
(i) Un - 10 U; + 4,2666 A + 0,5333 B + 106,9321 


=0 
(ii) 8A+ 4B + 336 =0 
i —i _! 
(iv) U2 = 2 Ug + 0,2667 = 0 
= Zi 
(v) u2 = 6 ua + 0,5333 A + 17,3372 =0. 


Die Auflösung ergibt: 
= Si 
Un = 4,8, Uy = 2,5333 , A=-13 und B=-58. 


In einem zweiten Berechnungsgang werden die Zustandsgrößen 
aller Elemente analog zu Beispiel 10.1 unter besonderer Be- 
rücksichtigung der Lagerreaktionen gebildet. Es ergeben 
sich Z% bis Z& (siehe Seite 245). 

In Bild 10.11 sind Querkraft- und Momentenzustandslinie 
graphisch dargestellt. Zwischenwerte werden mit den Gleich- 
gewichtsbedingungen am Element berechnet. 


= 166 


Dimension [kn, kNm ] 


Bild 10.11 Querkraft- und Momentenzustandsliinie 
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Aufgaben: 


10.1 


ta} 


10.2 


Für die abgebildeten Durchlaufträger bestimme man die 
Zustandsgrößen nach dem Übertragungsverfahren. 


1kN/m 
ult zu 


' 2 
1x2 3 4 5 EI, = 180 kNm 
2» &; ® = @ 
enals 3m = 75m u melo m | 2 

EI, = 31,5 kNm 
N c = 21 
- Bi 4 » 
' x ® ® ze ® Su, 


on om —- 6m -| 


Man überlege sich anhand von Kapitel 8 den Berech- 
nungsgang für die Ermittlung von Einflußlinien nach 
dem ÖÜbertragungsverfahren. Man berechne die Einflußli- 
nie für die Verdrehung und für das Moment am Knoten 2 
bei Aufgabe 10.1 (a). 
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11 Iterative Verfahren der linearen Statik 


In der klassischen Baustatik haben die iterativen Verfahren 
von Cross /13/ und Kani 7/33/ für die Berechnung ebener 
Stabwerke große Bedeutung und werden auch heute noch häufig 
bei der Handrechnung verwendet, Diese Verfahren lösen die 
Grundgleichung des Weggrößenverfahrens iterativ. 


Für die Matrizenmethoden der Statik haben die iterativen 
Lösungsverfahren linearer Probleme im Vergleich zu den di- 
rekten nur geringe Bedeutung. 

Ein wesentlicher Grund dafür ist der hohe Rechenaufwand bei 
der Berechnung mehrerer Lastfälle: Für jeden Lastfall ist 
eine vollständige Neuberechnnug erforderlich. Bei der di- 
rekten Lösung hingegen muß die Zerlegung der Steifigkeits- 
matrix nur einmal durchgeführt werden, und zusätzliche 
Lastfälle erfordern nur das Vorwärts- und Rückwärtseinset- 
zen (siehe Anhang A2.1.4). In Sonderfällen, wie z.B, bei 
unregelmäßig schwach besetzter Koeffizientenmatrix und we- 
nigen rechten Seiten (Lastfälle), können iterative Verfah- 
ren in Betracht gezogen werden, 


11.1 Das Verfahren von Gauß-Seide] 


Es gibt eine Reihe von iterativen Verfahren zur Lösung 1i- 
nearer Gleichungssysteme. Eines der bekanntesten ist das 
Verfahren von Gauß-Seidel (/95/, Seite 338), 

Für Gleichungssysteme mit gut konditionierter Koeffizien- 
tenmatrix (Anhang Al.8), deren Diagonalelemente dominant 
sind und untereinander gleiche Größenordnung haben, zeigt 
das Verfahren eine gute Konvergenz, 

Die Steifigkeitsmatrix nach dem Drehwinkelverfahren (Ab- 
schnitt 6.4) hat bei unverschieblichen Systemen diese Ei- 
genschaften. 
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Im folgenden zeigen wir das Gauß-Seidel'sche Iterationsver- 
fahren anhand der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens 
(6.6) 

KreR. 


Die Steifigkeitsmatrix Kıxn ist positiv definit, d.h. für 


die Hauptdiagonalelemente gilt: 


Die Iterationsschritte kennzeichnen wir durch den Zeiger v. 
Am Anfang der Iteration ist v = O0 und ie ein geschätzter 
Startvektor (z.B. der Nullvektor),. 


In jedem Iterationsschritt v = 0, 1, ... erhält man nach 
Gauß-Seidel für jede Knotenverformung r, (3:8 14. 2 2a) 


n 
tl, - x Ki; rY) 11,15 
Ki; js1 
rt! je 
mit r} =10 für jesi 
r; Ja 


Das Iterationsende ist erreicht, wenn die Norm (Anhang 
Al.3) des Differenzvektors zweier aufeinanderfolgender Ite- 
rationsschritte kleiner ist als eine vorgegebene Fehler- 
schranke e: 

Ir?!’ -rl<e. (11.2) 


Man bezeichnet die Iteration nach {il.1) als Einzelschritt- 


verfahren, da die einzelnen neuberechneten Komponenten 
vrl 
i 

Komponente r 


r (i = 1, 2, ..., J) bei der Berechnung der folgenden 
v+l 


+ verwendet werden. 
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11.2 Das Verfahren von Kani 


Das Verfahren von G. Kani /33/ ist eines der bekanntesten 
Iterationsverfahren für die Berechnung von Stabtragwerken 
mit überwiegender Biegebeanspruchung. Es wird auch als Mo- 
mentenausgleichsverfahren bezeichnet. 


Wir beschränken uns im folgenden auf die Darstellung für 
ebene, unverschiebliche Stabtragwerke und verweisen bezüg- 
lich der Erweiterungen auf verschiebliche Stabtragwerke auf 
die umfangreiche Literatur (so z.B. Hirschfeld /28/). 

Die Grundlage der iterativen Berechnung nach Kani ist das 
Gauß-Seidel'sche Iterationsverfahren. Die Iteration wird in 
Form eines Momentenausgleichs an den Knoten des Stabtrag- 
werkes durchgeführt. Dieser Ausgleich erfolgt üblicherweise 
anhand einer Systemskizze mit Eintragung der Momente. 


Für die Ableitung des Iterationsverfahrens sind einige 
grundsätzliche Erklärungen erforderlich: 

Entgegen der Vorzeichenfestlegung, wie sie bei dem Verfah- 
ren von Kani gebräuchlich ist, behalten wir hier die Vor- 
zeichenregeln des Weggrößenverfahrens bei (Bild 11.1): 


Stabendmomente eind positiv im Uhrzeigergegensinn. 


Die Stabelemente, aus welchen sich ein unverschiebliches, 
ebenes Stabtragwerk zusammensetzt, sind in Bild 11.1 darge- 
stellt. Es können nur Stabelemente ohne Gelenk an den bei- 
den Stabenden (a) oder solche mit einem Gelenk an einem der 
beiden Stabenden (b) auftreten. 


Stabelement (a) $tabelement (b) 
M, {pr 
({ x [O) 2 ® Ex 0) r 
MP, | Mo‘ 
2 z 
eye Fer, SR. 


Bild 11.1 Stabelemente für das Verfahren von Kani 
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Die Stabendmomente werden mit M und M. bezeichnet; die zu- 
gehörigen Stabenddrehwinkel sind P, und v (Bild 11.1). 

Für Stabelemente ohne Gelenk erhält man mit (6.24) die 
folgende Steifigkeitsbeziehung (Stabelement (a) nach Bild 
i1.T): 


2a 
- (11.3) 


[0 
[ 
$ $ 


Für ein Element mit einem Gelenk im Knoten r, also mit dem 
Stabendmoment M. = 0, ergibt sich aus (11.3): 


9. = 129, 
3E1 (11.4) 
und M, = v. 
£ £ £ 


Damit sind die Elementsteifigkeiten der Stabelemente (a) 
und (b) bekannt. 


Wir betrachten nun das Stabelement als Teil des Gesamttrag- 
werkes und stellen die Verträglichkeit von Element- und 
Knotenverdrehungen dar. 


In Knotenpunkten, in welchen alle Stäbe gelenkig ange- 
schlossen sind, kann keine Knotenverdrehung auftreten (De- 
finition 4.2). In Knotenpunkten mit starrer Einspannung ist 
der Knotendrehwinkel Null, 


In allen übrigen Knotenpunkten tritt ein Knotendrehwinkel 
auf: Er ist positiv im Uhrzeigergegensinn und wird mit e; 
bezeichnet, wobei i die Knotennummer ist (Bild 11.2). 
Zwischen den Stabendverdrehungen und den Knotenverdrehun- 
gen besteht die folgende 


Verträglichkeitsbedingung: 

In einem Knoten mit biegesteif angeschlossenen Stäben sind 
die Stabenddrehwinkel der biegesteif angeschlossenen Stäbe 
gleich dem Knotendrehwinkel, 
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Bild 11.2 Kennzeichnung der Knotenpunkte 


und Knotendrehwinkel 


Damit können die Steifigkeitsbeziehungen (11.3) und (11.4) 
durch die Knotenverdrehungen ausgedrückt werden, 

Die Kennzeichnung eines Stabelementes erfolgt hier durch 
Angabe seiner Knotennummern. Wir weichen damit von der bis- 
herigen Regelung, wonach der obere Zeiger die Elementnumner 
darstellt, ab. 


für ein Stabelement mit den Knoten i und J. gilt im Knoten 


nd = K. 0. + xd, %.. (11,5) 


Der obere Zeiger bezeichnet den abliegenden Knoten (Bild 
11.3). Die Steifigkeitskoeffizienten ergeben sich nach 
(11.3) und (11.4). Man erhält für 
biegesteifen Anschluß in i und dj: 


ey 
ii ? 
R ZEI 
KI.: = —L 


1J R 


252 11 Iterative Verfahren der linearen Statik 


und für 


biegesteifen Anschluß in i und Gelenk in J: 


3EI 
ER 
11 2 
=md% 
j 
08 
9, =p; 8 =p 
ps» ei i j 
,= 9, 
ei | m | | 
. AET 2E1 3E1 
HM} = A. © N 8, 
£ £ u & 


Bild 11.3 Stabendmomente und Knotendrehwinkel 


Wir fassen nun die Knotennummern aller Knoten mit minde- 
stens zwei biegesteifen Stabanschlüssen und unbekannten 
Knotendrehwinkei in der Indexmenge I, zusammen. 

Für das Stabtragwerk (a) in Bild 11.2 ist 


= 2, 3:5] 


und für das Stabtragwerk (b): 
Fe (a Sande 


Für jeden Knoten i & I, bilden wir eine weitere Indexmenge 
I; mit den "abliegenden" Knotennummern aller in i biege- 
steif angeschlossenen Stäbe. 


Für den Knoten 2 in Bild 11.2, System (a) und (b) ist z.B. 


Iz = (1, 3, 5); 


11.2 Das Verfahren von Kani 253 


für den Knoten 3 ist: 
I; = (2, 4) . 


Am Knoten ji kann das Gleichgewicht für die mit der Index- 
menge L; erfaßten Stabelemente aufgestellt werden. 


Die Belastung wird als in den Knotenpunkten konzentriert 
angenommen. Eine verteilte Belastung in einem Stab i-j wird 
(siehe Abschnitt 7.1) über die zugehörigen Stabendmomente 
m. und My (Tafel 7.1) für starre Endeinspannungen als Er- 
satzknotenmomente erfaßt. Mit Ersatzknotenmomenten können 
auch Temperaturbelastungen und Paßungenauigkeiten berück- 
sichtigt werden. 


An einem Knoten i ist das Ersatzknotenmoment (Bild 11.4): 


ER J 
Ma; = 5 Mi. (11.6) 
Jel; 
Knotenmoment M, und Ersatzknotenmoment M fassen wir zum 


äußeren Moment H, zusammen: 


Ri 


M =M,+M... (11.7) 


Für einen Knoten i E In muß die Summe der inneren Momente 
(Stabendmomente) gleich dem äußeren Moment sein (Gleichge- 
wichtsbedingung): 

M=M . (11.8) 


M, Summe alter 
äuferen Momente 
in i 


& 
Jel, 
TE i: elle el: 


Bild i1.4 Äußeres Moment im Knoten i 
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Dieser Zusammenhang ist in Bild 11.5 durch eine Skizze ver- 
anschaulicht. 


3 6 9 i 
\ 3% 
Knoten 5: ns S 
6 X 
Ms 5 
—_Ms; 
8 
ta 
5 
ME 
N Stab 5-7 
I, = (2, 3, 5, 6, 8, 9) 1 


N 


ı 
Is; = 62, 4, 6, 8, 9) 1 


L Mi = Ms (Momentengleichgewicht 5) 
jels 


Bild 11.5 Gleichgewicht der Momente in einem Knoten 


Durch Einsetzen von (11.5) in (11.8) erhält man: 


J 
E fkere 
je, 


j FAR 

it Ki; 8,) = M; (11.9) 
für alle i I, F 

Für n unbekannte Knotendrehwinkel 8; ergibt dies genau n 

Gleichungen, 


Gleichung (11.9) ist eine andere Art, die Grundgleichung 
des Weggrößenverfahrens darzustellen. Es werden nur Knoten- 
drehwinkel als Unbekannte betrachtet (r = 0), und es wird 
nur die Bildungsvorschrift für die Elemente einer Zeile der 
Gesamtsteifigkeitsmatrix angegeben. 


Wir kommen nun zur Darstellung der iterativen Lösung von 
11.9). 
Zur Abkürzung der Schreibweise wird in (11.9) gesetzt: 


A u (11.10) 
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Ki; ist ein Element der Hauptdiagonale der Steifigkeitsma- 
trix. Es ist die Summe der Steifigkeitskoeffizienten kl, 
aller am Knoten i biegesteif angeschlossenen Stabelemente. 
Man erhält damit: 


er ER (13.32) 


Wir zeigen nun zunächst wie dieses Gleichungssystem mit dem 
Verfahren von Gauß-Seidel gelöst wird und kennzeichnen 
hierzu die Knotendrehwinkel durch Angabe des Iterations- 
schrittes v: 

o; ist der Knotendrehwinkel ®; im v-ten Iterationsschritt, 
Durch Vergleich mit der Iterationsvorschrift des Gauß-Sei- 
del Verfahrens erkennt man, daß sich or*! im (v+1l)-ten Ite- 


rationsschritt berechnen läßt aus: 


DEI. Sl Ne 3 3» 
er*! - ER , L ki; 95) - (11.12) 
;i jel 


Hierbei ist 


e; O5‘ wenn ey bekannt ist und sonst 
Pa ER) 
=, 


Dies entspricht genau dem in Abschnitt 11.1 beschriebenen 
Verfahren (Einzelschrittverfahren nach Gauß-Seidel), Die 
Reihenfolge der Iteration stimmt jedoch hier nicht unbe- 
dingt mit der Reihenfolge der Knotennumerierung überein, 


Bei dem Iterationsverfahren von Kani wird nicht über die 
Knotendrehwinkel e; iteriert; es werden Momentenanteile als 
Iterationsvariable eingeführt. Diese Momentenanteile werden 
festgelegt durch: 


ck; ®, 
z = (11.13) 
Ei se. , 
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Hierbei sind: 


—_ biegesteif in j 
wi i £ 
kl, = 172 kl, = 
11 11 1,5E1 
——/ Gelenk in j 
[2 
2E1 
m : —t biegesteif in j 
Ki; ; E Ki [I 2 
0 Gelenk in j 


Durch Vergleich mit (11.5) ergibt sich: 


Je 
M=2M;+M,. 


Wir ersetzen Ki; mit (11.10) und (11.14) durch 


zZ 2 cJ 
KR; EK;=-2 CK, 
sel, 


und multiplizieren (11.11) mit Keniktin Man erhält: 


KJ. 
= u 11 oo _ ei 
kl, o; = (M, L ki; 9,) 
11 jel 


(11.14) 


(11.15) 


Für das Verfahren von Kani führt man üblicherweise einen 


Drehungsfaktor für die Elemente ein: 


nd cJ 
i ? Ki; - 2 ı kJ 
ii 

jel, 


(11.16) 


Damit erhält man die Iterationsgleichung für das Verfahren 
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von Kani: 
Merl oJ ı_ m nv 
Mi = DI (Mm, + > MY;) (11.17) 

gel, 
; MV _ wvtl v+l e 
mit Mi: = Mi; wenn Min bekannt ist und sonst 

BVL mV 
Mi; u ure ä 


Das Iterationsende ist erreicht, wenn für alle Stäbe i-j 
gilt: 


Dies - "| < e (Fehlerschranke) . 

Die endgültigen Stabendmomente erhält man aus Gleichung 
(11.15): Wenn ein Stab belastet ist, so ergibt sich das 
endgültige Stabendmoment als Summe von dem Stabendmoment 
infolge Knoten- und Ersatzknotenlasten und dem Stabendmo- 
ment infolge Belastung im Element für homogene Randbedin- 
gungen der Verformungen: 


JE: m ] 
ME EN: (a8) 


Mit vertauschten Indizes gilt diese Gleichung bei Stabele- 
menten ohne Gelenk auch für das Moment N. Bei Elementen 
mit Gelenk am Knoten > St “S wegen des Gelenkes Null. 


Um die Berechnung möglichst übersichtlich zu gestalten, 
führt man einige Vereinbarungen ein: 

(a) Die Steifigkeit EI, wird durch ein Steifigkeitsver- 
hältnis EI„/(EL)) ersetzt, 

(b) Die Steifigkeit (EIN) wird als Einheit betrachtet und 
bei der Berechnung der Steifigkeiten nach (11.14) 
nicht berücksichtigt. 

(e) Die Steifigkeiten werden in einer Tabelle für jedes 
Element dargestellt. 

(d) Die Drehungsfaktoren werden ebenfalls in einer Tabelle 
für jedes Element an jedem Knoten ermittelt. Nach 
Gleichung (11.16) muß die Summe aller Drehungsfaktoren 
an einem Knoten -0,5 sein (Kontrolle). 
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(e) Man fertigt eine Ausgleichsskizze an, in der die Kno- 


(f) 


Die 
kes 


ten durch "Doppelkreise" mit Knotennummer, Knotenmo- 
ment und Drehungsfaktoren dargestellt werden (Bild 
11.6). 

Die Stabendmomente nach Gleichung (11.18) werden in 
einer Tabelle elementweise ermittelt. 


Knoten Nr. 


negstives 
Knotenmomen! 


40442 4sbunysug 
Drehungsfaktor 


Drehungstaktor 


Bild 11.6 Knoten einer Ausgleichsskizze mit Kno- 
tennummer, Knotenmoment und Drehungs- 


faktoren der angeschlossenen Elemente 


Berechnung eines ebenen unverschieblichen Stabtragwer- 
nach dem Verfahren von Kani ist damit vollständig be- 


schrieben. Einen Überblick über die erforderlichen Einzel- 
schritte gibt die folgende 


Zusammenfassung der Berechnung nach dem Verfahren von Kant 


(1) 


(2) 


(3) 


Berechnung der Ersatzknotenmomente für verteilte Bela- 
stung nach Abschnitt 7.1 und Bildung der Knotenmomen- 
te; 

Berechnung der Steifigkeitszahlen und Drehungsfaktoren 
und tabellarische Darstellung; 

Anfertigung einer Ausgleichsskizze und Eintragung der 
Knotennummern, Drehungsfaktoren und negativen Knoten- 


momente (wegen Gleichung (11.17)) entsprechend Bild 
11,6% 


11,2 


(4) 


(”) 


Im fo 
erläu 


an 
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Beginn des Momentenausgleichs am Knoten mit dem be- 
tragsgrößten Knotenmoment (zu Beginn sind alle Momen- 
tenanteile Null), 

Iteration - Momentenausgleich für alle Knoten nach 
Gleichung (11.17) in einer gewählten Reihenfolge. Die 
Summe aus abliegenden Momentenanteilen und Knotenmo- 
ment des betrachteten Knotens multipliziert mit den 
Drehungsfaktoren der einzelnen angeschlossenen Elemen- 
te ergibt neue Momentenanteile der betreffenden Eie- 
mente am betrachteten Knoten. 

Iterationsende: Die Anderung der Momentenanteile ist 
kleiner als eine Fehlerschranke e, 

Tabellarische Ermittlung der Stabendmomente als Summe 
von Momentenanteilen und Ersatzknotenmoment nach Glei- 
chung (11.18). 


lgenden wird das Verfahren von Kani an zwei Beispielen 
tert (Bild 11.7 und 11.11) 


c 


kN/m Stiele: EIT/h 


unterer Riegel: EI“ 


oberer Riegel; EIS/2 


es 5m ae 5m | 


Bild 11.7 System und Belastung 


Beispiel 11.1: 


Bei d 
wird 
11.8 


em in Bild 11.7 dargestellten unverschieblichen Rahmen 
das Belastungsumordnungsverfahren angewendet (Bild 
(a)). Nach Abschnitt 7.1 werden die Ersatzknotenlasten 


ermittelt (Bild 11.8 (b)). Die nur auf Normalkraft bean- 


spruc 


hten Stäbe werden entfernt (Bild 11.8 (c)). 
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RN 2 A 1 EI512 


(a) £ Ub} 


P— sm —— 


Bild 11.8 Entwicklung des zu berechnenden Systems 


Für die Ersatzknotenmomente ergibt sich nach Tafel 7.1 und 
Gleichung (11.6): 


3 2 2 
My = Ma = -Ma2 = -qL /12 = -2,0833 kNm ; Mn; = -M 


R3 R? 
= 5 2 4 5 
My = Mau = Mau = -qt 12 = -1,0417 kNm ; Mas = Mau . 


Tabelle der Steifigkeiten nach Gleichung (11.14): 


0,1667 | 0,1667 
0,4000 | 0,4000 
0,1667 | 0,1667 
0,2000 | 0,2000 


Tabelle der Drehungsfaktoren nach Gleichung (11.16): 


Kontrolle: 


L D} = -0,5 
JeL, 
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In Bild 11.9 ist die Ausgleichsskizze mit den Knotennum- 
mern, den negativen Knotenmomenten und den Drehungsfaktoren 
dargestellt. 


-owaoıa | 
-0.1877 [&) 


- 0,1878 [6] 


(7) - 0.2153 
(5) - 0,2153 


(3) - 0,2159 
{1} - 0,2367 


- 0,5169 (8) 


(8) - 0,2153 


Bild 11.9 Ausgleichsskizze 


Es folgt eine Beschreibung des Momentenausgleichs anhand 
von Bild 11.9. Da die Knoten 1, 3 und 5 Lagerpunkte sind, 
erfolgt ein Ausgleich der Momente nur zwischen den Knoten 2 
und 4, 

Beginn des Ausgleichs am Knoten mit dem betragsgrößten Kno- 
tenmoment (Knoten 2) nach Gleichung (11.17): 


—1 
Mau = -0,1136(2,0833 + 0) = -0,2367 
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Momentenausgleieh am Knoten 4: 


— 
Mu2 = -0,2273(1,0417 - 0,2367) = -0,1830 


Momentenausgleich am Knoten 2: 


—-2 
M2u = -0,1136(2,0833 - 0,1830) 


-0,2159 


An aleıcher heise berechnet man die Momentenanteile er 
May; My2 und M2, und trägt sie an den Stellen (4), (5), (6) 
und (7) ein. Im siebten Schritt (7) ist die Iteration abge- 
schlossen, da Ma, gleich Ma, ist. 

In einem achten Schritt (8) werden die nicht zu verteilen- 
den Momentenanteile in den Elementen 1-2, 2-3 und 4-5 be- 
rechnet: 


M,, = -0,1136(2,0833 - 0,1878) = -0,2153 
M23 = -0,2727(2,0833 - 0,1878) = -0,5169 
Mus = -0,2727(1,0417 - 0,2153) = -0,2254 


Die endgültigen Stabendmomente nach Gleichung (11.13) wer- 
den tabellarisch ermittelt. 


Tabelle der Stabendmomente: 


Element 


Knoten 


I) 


1,0417 |-1,0417| 0,5909 |-1,2671 


Für die Darstellung der Zustandslinie müssen die Stabendmo- 
mente am linken Stabende mit umgekehrten Vorzeichen aufge- 
tragen werden. Bild 11.10 zeigt die Zustandslinie des Mo- 
mentes für das zum Gesamtsystem ergänzte Tragwerk. 


11.2 Das Verfahren von Kani 263 


Bild 11.10 Momenten-Zustands}inie 


Beispiel 11.2: 

Für den in Bild 11.11 dargestellten unverschieblichen Rah- 
men wird die Momentenlinie nach dem Verfahren von Kani er- 
mittelt, 

Für die Ersatzknotenmomente ergibt sich nach Tafel 7.1 und 
Gleichung (11.6): 


4 2 3 h 

Mrs = ge /12 = 5,3333 Km; Mu = Nas 5 
6 5 6 

Mns = P£/B = 5,0000 kNm ; Mas = Mas 


2K Nm SKN 2KNm 


Für alle Elemente 


El, = const. 
y 


Bild 11.11 System und Belastung 
Damit können die Knotenmomente ermittelt werden: 
Ms = -M, = -5,333 kNm 


= -2,0 - 5,0 = -7,0 kNm . 


= 
un 
su 
’ 
= 
a 
U 
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Tabelle der Steifigkeiten nach Gleichung (11.14): 


Elenent 


Knoten 
kJ 


0,6667 
0,2500 


1.3 
34 
24 
3 2 
36 
426 
5 


6 


Tabelle der Drehungsfaktoren nach Gleichung (11.16): 


en Element E RK, 
ne, ii 


Kontrolle: 
I 03 = -0,5 


4-6 ; 
Jel, 


5-3 0,6667 -0,3636 
5-6 0,2500 -0,1364 
6-4 0,6667 0,9167 -0,3636 
6-5 0,2500 -0,1364 


In Bild 11.12 ist die Ausgleichsskizze mit den Knotennun- 


mern, den negativen Knotenmomenten und den Drehungsfaktoren 
dargestellt. 

Da die Knoten 1 und 2 Lagerpunkte sind, erfolgt ein Momen- 
tenausgleich nur zwischen den Knoten 3, 4, 5 und 6. Das 
Element 3-6 ist am Knoten 6 gelenkig angeschlossen, deshalb 
erfolgt zwischen den Knoten 3 und 6 kein Momentenausgleich. 
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-1,9195 1,0124 
-1,0198 10126 
1,0216 1.0134 


-1,0258 1,0246 
0,9548 (1) 


3 6 
© 
SL -70 


- 0,3636 


2,8924 (2) 


- 2,5452 (1) 


- 2,7343 2734 
- 2,7234 \ 2,703 
- 0,5380 - 2,7185 2.6992 
-0,5379 0,5959 2.6989 
t -0,5369 ' 0,5963 
-0,5346 0,5923 


(3) 0,5138 


al & 
R 

S 

S 53333 
ı 


{4) - 0,5648 


-0, 211914) -0,2105 
E 0,2220 
-0,5380 92095 0,5870 
-0,2015 0,2235 
- 0,2018 0,2237 
-0,2019 


Bild 11.12 Ausgleichsskizze 


Der Beginn der Iteration erfolgt am Knoten mit dem betrags- 
größten Knotenmoment. Dem Ausgleich in Bild 11.12 liegt ei- 
ne Knotenreihenfolge 5, 6, 4 und 3 zugrunde. 

Nach Beendigung des Momentenausgleiches werden die nicht zu 
verteilenden Momentenanteile in den Elementen 1-3, 2-4 und 
3-6 berechnet: 


Ma] = -0,1895( 5,3333 + 0,2238 - 2,7178) = -0,5380 


Hua = -0,2105(-5,3333 + 2,6989 - 0,2019) = 0,5970 
Mag = -0,0499( 5,3333 + 0,2238 - 2,7178) = -0,1417 . 
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Die endgültigen Stabendmomente nach Gleichung (11.18) wer- 
den tabellarisch ermittelt, 


Tabelle der Stabendmomente: 


Element 


Knoten 


Für die Darstellung der Zustandslinie müssen die Stabendno- 
mente am linken Stabende mit umgekehrten Vorzeichen aufge- 
tragen werden. In Bild 11.13 ist die Momenten-Zustandslinie 
dargestellt. 


Bild 11.13 Momenten-Zustandslinie 


11.3 Das Verfahren der konjugierten Gradienten 
— 


Das Verfahren des Momentenausgleiches nach Kani und die 
Gauß-Seidel'sche Iteration sind nur anwendbar für die 
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Grundgleichung des Drehwinkelverfahrens, also bei Vernach- 
lässigung der Verformungseinflüsse der Normalkräfte. Das 
Verfahren der konjugierten Gradienten /67/ kann auch zur 
Lösung der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens unter Be- 
rücksichtigung der Normalkraftverformungen benutzt werden. 


Wie leistungsfähig dieses Verfahren ist, wird an dem in 
Bild 11.14 dargestellten Rahmen deutlich: Der Rahmen wurde 
unter Berücksichtigung der Normalkraftverformungen mit dem 
Verfahren von Gauß-Seidel und mit dem Verfahern der konju- 
gierten Gradienten berechnet. Der Rahmen hat sechs Frei- 
heitsgrade der Verschiebung und drei Freiheitsgrade der 
Verdrehung. 

Beim Verfahren der konjugierten Gradienten ist nach 8 Ite- 
rationsschritten die Lösung auf 10”8 genau. Bei der Gauß- 
Seidel'schen Iteration zeigte sich auch nach 100 Iteratio- 
nen keine Konvergenz. 


[iR 5m -|_ 5m | 


Bild 11.14 Zweifeldrahmen 


Das Verfahren der konjugierten Gradienten wird im folgenden 
anhand der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens (6.6) 
Kr=R erklärt. Der Iterationszähler ist v, Die Ordnung 
der Steifigkeitsmatrix K ist n«n. Es werden Richtungvekto- 
ren p,, und Restvektoren g, eingeführt. 

Die Steifigkeitsmatrix ist positiv definit. Die Richtungs- 
vektoren sollen bezüglich K konjugiert sein, d.h. daß die 
Vektoren Di K und E, orthogonal sind (Anhang Al): 


Bu Kp=0 für v4u. (11.19) 
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Wegen der positiven Definitheit von K ist: 
T 
B, Kp, >00, (11.20) 


Zu Beginn der Iteration wird ein beliebiger Vektor der Kno- 
tenverformungen [% gewählt, Man erhält damit den Richtungs- 
vektor Bo und den Restvektor I0: 


Bo "9 = Reken, ” (11.21) 
Mit einer Hilfsgröße 
T 
I,.8 
a, = Sn (11.22) 
RB, & p; 


werden der neue Vektor der Knatenverformungen und der zuge- 
hörige Restvektor bestimmt: 


ES (11.23) 
ah, bp: (11.24) 
Mit der Hilfsgröße 
7 
4 
B, = Iyrı Sur (11.25) 
T 
a, 4 
wird der neue Richtungsvektor berechnet: 
Dur "Gr FR, BD» (11.26) 


Der Iterationsprozeß wird mit den Gleichungen (11.22) bis 
(11.26) fortgesetzt, bis gilt: 


g, 3, x e (Fehlerschranke) 
oder p! Kp,se. 


Es kann gezeigt werden /67/, daß nach 1 Iterationsschritten 
(sn) £j bis auf die Rechengenauigkeit gleich r ist (n- 
Schrittverfahren). 
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Die Methode der konjugierten Gradienten ist als iteratives 
Verfahren für die Lösung spezieller Probleme gut geeignet, 
Abgesehen davon, sollte jedoch den direkten Lösungsverfah- 
ren der Vorzug gegeben werden; sie sind bei linearen Pro- 
blemen im allgemeinen weniger rechenintensiv, 

Ralston und Wilf (/67/, Seite 122-126) geben ein ALGOL - 
Programm zur Lösung linearer Gleichungssysteme mit dem Ver- 
fahren der konjugierten Gradienten an, 

Das Verfahren wird an einem einfachen Beispiel erläutert. 


IkN/m] 


RP sm — 


Bild 11.15 System und Belastung 


Beispiel 11.3: 

Für das System von Beispiel 11.1 (Bild 11.15) wird die Ge- 
samtsteifigkeitsmatrix unter Vernachlässigung der Normal- 
kraftverformungen aufgestelit. Das sich ergebende [2x2] - 
Gleichungssystem wird mit dem Verfahren der konjugierten 
Gradienten gelöst. 

Es wird mit EI -fachen Verformungen gerechnet. Aus Beispiel 
11.1 werden die Elemente der Steifigkeitsmatrix übernommen: 


bı 2 Bra ) 
Kantkaaskayiksn 2 |0,3333+0,8+0,333310,1667 
u iso], 50-2 ae 
Kya Kuutkyn 4 0,1667 10,3333+0,4 
4 


Knoten 


YForr h Mn 3 Er r 
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ren Statik 


oder 


Der Lastvektor ist: R! = [-2,0833 -1,0417] . 


Beginn der Iteration: v=0, Re 0, e= 10”? 


Richtungsvektor und Restvektor: 


-2,0833 
Bo © do 1,0417 
1. Iterationssehritt: 
u 5,4253/7,8847 = 0,6881 
0 -2,0833 -1,4335 
r, = + 0,5881 = 
= 0 -1,0417 -0,7168 
one -2,0833 _ 0,6881 44 5 -2,0833 i 
-1,0417 30 5.22 -1,0417 
Bo. 0,0177 
0,1386 -2,0833 0,1017 
Pı = + 0,0177 = 
-0,2772 -1,0417 -0,2956 


2. Iterationsscohritt: 


aı = 0,0960/0,0692 = 1,3873 


-1,4335 0,1017 1 


= + 1,3873 = 
-0,7168 -0,2056 -1 


15 
D 
l 


‚2924 


‚1269 
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Mit den Knotenverformungen werden nach Gleichung (7.4), 
analog zu (7.9) die Stabendmomente unter Beachtung der Er- 
satzknotenlasten errechnet; 


M} 5.0 

1 

M, 0 0 

-3|  R=--- 

M, 24 0 

2. 

Mm| __1 |ı2 0| |-1,2924 
a, a + 
M, 10 5] |-1,1269 
3 

Mu 5 10 

|  B&s-- 

Mu 0 12 

ir 

Ms 0 6 


Dimension [ kNm | 


Unterschiede zu dem in Beispiel 11.1 nach dem Verfahren von 
Kani errechneten Momenten treten nur in der vierten Stelle 
nach dem Komma auf. 


Aufgaben: 


11.1 Man berechne die abgebildeten Systeme nach dem Verfah- 
ren von Kani. 


(a) e 


EI, = const. 
y 


-1.253m 123m. 3m 2m | 
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(b) 
1kN/m A 
pur! N EI, = 180 kNm 
I 3m au 75m Br Im a5 


"Stiele IPB 400 


AkNim — Riegel IPE 300 


st 37 


am 
4"T 


um 


= 1,2-10°°/% 


kr Sm —. Bm -| 


11,2 (a) Man berechne das System von Aufgabe 11.1 (b) mit 

dem Verfahren der konjugierten Gradienten. 

(b) Man vergleiche die Anzahl der Additionen und Mul- 
tiplikationen von Aufgabe 10.1 (a) und Aufgabe 
11.1 (b). 

(ce) Man berechne das System von Aufgabe 11.1 (c) nach 
der direkten Steifigkeitsmethode mit SMIS und ver- 
gleiche die Ergebnisse. 


11.3 Für die Systeme von Aufgabe 11.1 sind die Normalkräf- 
te, Querkräfte und Lagerreaktionen zu berechnen. 
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12 Elastische Stabilität ebener Stabtragwerke 


Eine der wichtigsten Annahmen aller vorangehenden Kapitel 
sind die kleinen Verformungen (Abschnitt 1.3) des Tragwer- 
kes. Die Gleichgewichtsbedingungen sind nur dann linear in 
den Stabendkräften, wenn der Einfluß der Verformungen ver- 
nachlässigbar klein ist. Die Gültigkeitsgrenzen dieser An- 
nahme sind aus der Erfahrung bekannt und in den Normen für 
die Berechnung von Tragwerken festgehalten, 

Die Annahme kleiner Verformungen stellt in jedem Falle eine 
Vernachlässigung dar: Jede Belastung verursacht in einem 
Tragwerk Verformungen. Die Gleichgewichtsbedingungen wurden 
jedoch bisher immer für den Ausgangszustand formuliert, al- 
so für den unverformten Zustand. Ein erster Schritt zur ge- 
naueren Berechnung ist deshalb die Untersuchung benachbar- 
ter Verformungszustände. 

Die Erfahrung zeigt, daß verschiedene Tragwerke bei einer 
Laststeigerung anfänglich vernachlässigbar kleine Verfor- 
mungen aufweisen; bei Erreichen einer bestimmten Belastung 
treten nahezu unvermittelt größere Verformungen auf, Dieses 
Verhalten hat in der Praxis meist katastrophale Folgen; der 
Einsturz eines Tragwerkes erfolgt ohne Vorwarnung durch 
sichtbare Verformungen, Wir werden deshalb im folgenden die 
benachbarten Verformungszustände (Nachbarzustände) des un- 
verformten Tragwerkes genauer untersuchen, 

Die Beschränkung auf ebene Stabwerke erscheint im Rahmen 
einer Einführung zweckmäßig. Hierdurch ist es möglich, den 
Zusammenhang mit den bekannten Darstellungen /65/ zu ver- 
deutlichen. Alle Matrizengleichungen, mit Ausnahme der Ele- 
mentmatrizen, sind jedoch für allgemeine Tragwerke gültig. 


12.1 Problembeschreibung und Annahmen 
— 


Für die Problembeschreibung wählen wir zwei einfache Bei- 
spiele (Bild 12.1): Einen Eulerstab (nach L. Euler, 1707- 
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AR “ 
= 
EN 
Ar \B 
l +=Ö5 
a 
4 
T / 
ö 
0 
(a) Eulerstab (b) Rahmen (ce) charakteristisches 


Verformungsverhalten 


Bild 12.1 Verzweigungsprobleme 


1783) und einen eingespannten Rahmen. 

Wird eine gegebene Belastung langsam (quasi-statische Bela- 
stung) und mit einem Proportionalitätsfaktor X erhöht, dann 
zeigt das System (a) anfänglich keine und das System (b) 
nur vernachlässigbar kleine elastische Verformungen, Bei 
Erreichen einer kritischen Belastung, gekennzeichnet durch 
den Proportionalitätsfaktor As treten plötzlich größere 
Verformungen & unter nahezu konstanter Belastung A,R auf. 
Diese Verformungen sind bei ideal-geraden Elementen ohne 
Imperfektionen irgendwelcher Art nicht eindeutig: Es können 
sich die Verformungen A oder B (Bild 12.1) einstellen. Für 
die Belastung AR ergibt sich ein Verzweigungspunkt im Ver- 
formungsdiagramm (Bild 12.1 (c)). Die Systeme besitzen bei 
Erreichen der kritischen Belastung kein stabiles Verfor- 
mungsverhalten. 

Man bezeichnet solche Probleme deshalb als elastische Ver- 
zweigungsprobleme oder als elastische Stabilitätsprobleme. 


Das Verformungsverhalten des Tragwerkes bei Anfangsverfor- 
mungen 6 > e ist systemabhängig (Bild 12.2). Bei verschie- 
denen Tragwerken (z.B. Bild 12.1) ist eine zusätzliche 
Laststeigerung bis zum Erreichen relativ großer Verformun- 
gen möglich (Bild 12.2 (a)). Bei anderen Tragwerken, wie 
z.B. bei Flächentragwerken kann die kritische Belastung nur 
im Idealfail erreicht werden (Bild 12.2 (b) und (c)); jeder 
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Verformungszustand in einer e-Umgebung von A, führt zu 
wachsenden Verformungen unter kleineren Lasten (ie Au). 
Bei diesen Tragwerken müssen die unvermeidbaren Imperfek- 
tionen besonders beachtet werden, 


AL: ideal-elastische Grenzlast 


1.: (elastische) Proportionalitätsgrenze 


ideales Verformungsverhalten 


--- elastisches Verformungsverhalten 


Bild 12.2 Ideales und elastisches Verformungsverhalten 


Bei großen Verformungen tritt zusätzlich zu dem geometrisch 
bedingten, nichtlinearen Verhalten ein weiterer Einfluß 
auf: Der Werkstoff erreicht die Grenze des elastischen Ver- 
haltens (Proportionalitätsgrenze), Insgesamt gesehen ergibt 
sich damit ein sehr kompliziertes Last-Verformungsverhal- 
ten, das wir nur näherungsweise in einer Berechnung erfas- 
sen können. 

Eine wesentliche Annahme, die wir im folgenden beibehalten 
werden, betrifft das elastische Stoffgesetz: Auch bei gro- 
Ben Verformungen wird vorausgesetzt, daß sich der Werkstoff 
ideal-elastisch verhält, 

Für das Stabilitätsproblem, das wir hier behandeln, gelten 
die folgenden zusätziichen Finschränkungen: 

- Die Belastung besitzt in jedem benachbarten Verformungs- 
zustand dieselbe Richtung wie im Ausgangszustand (Bild 
12,3 (a)); diese Belastung bezeichnet man als konserva- 
tiv. Probleme mit nicht konservativer Belastung (Bild 


276 12 Elastische Stabilität ebener Stabtragwerke 


12.3 (b)) erfordern zum Teil andere Berechnungsmethoden 
und werden hier ausgeschlossen (siehe z.B, Leipholz 
/40/). 


Vo If 


) 
St) | 

& 
Ag | 
) 


(a) konservativ (b) nicht konservativ 


Bild 12.3 Konservative und nicht konservative Belastung 


- Das Tragwerk besitzt keine Imperfektionen, d.h. die 
Stabachsen sind ideal-gerade und ohne Vorverformungen. 
Im Ausgangszustand treten keine Eigenspannungszustände 
auf. 

- Die Belastung ist proportional zum Lastfaktor A > 0; für 
jede Belastung R' gilt: 


R'=ıR. (12.1) 


- In einer e-Umgebung des Ausgangszustandes sind alle in- 
neren Kraftgrößen proportional zu A. 
Die Stabendkräfte F' infolge einer Belastung R' sind: 


Fi=sar,. (12.2) 


Mit diesen Annahmen beschränken wir uns auf die Untersu- 
chung eines Nachbarzustandes des unverformten Tragwerkes: 
Bis zum Erreichen von Ak wird angenommen, daß die Stabend- 
kräfte linear von der Belastung abhängen (lineare Stabili- 
tätstheorie). 

Als Lösung des Stabilitätsproblemes erhält man deshalb nur 
den kritischen Lastparameter Aus eine Aussage über das Ver- 
formungsverhalten nach Bild 12.2 ist nicht möglich. 
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Bei Stabtragwerken können eine Reihe zusätzlicher Stabili- 

tätsprobleme auftreten, die wir hier ausschließen müssen: 

- Stäbe mit dünnwandigem Querschnitt können vor Erreichen 
der Stabilitätsgrenze %, ausbeulen (Bild 12,4 (a)) /55/. 


N AR Querschnitt 
L£ PIC} 
, Pro 
: 
n N 
t ' ‘> 
Ä 
(a) lokales Ausbeulen (b) Biegedrillknicken 


Bild 12,4 Stabilitätsprobleme bei Stabtragwerken 


- Bei Erreichen der Stabilitätsgrenze können neben den 
Biegeverformungen auch Verdrehungen in der Querschnitts- 
ebene auftreten (Bild 12.4 (b)). Dieses Stabilitätspro- 
blem bezeichnet man als Biegedriliknicken oder, wenn zu- 
sätzliche Querbelastungen auftreten, als Kippen. 

Im folgenden wird ausschließlich ein benachbarter Verfor- 

mungszustand untersucht, der durch Biegeverformungen (Knik- 
ken) unter konservativer Belastung entsteht, 


12.2 Die Knickdeterminante 


Durch die Steifigkeitsmatrix K wird das elastische Verhal- 
ten eines Tragwerkes beschrieben; nach (6.6) ist 


Kr=R. 


Die Steifigkeitsmatrix kann mit dem Prinzip der virtuellen 
Arbeiten aus den Gleichgewichtsbedingungen des unverformten 
Systems abgeleitet werden (Kapitel 6). Bei linearen Stabi- 
litätsproblemen sind die Gleichgewichtsbedingungen für ei- 
nen benachbarten Verformungszustand aufzustellen. Die 
Grundgleichung des Weggrößenverfahrens für den Nachbarzu- 
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stand ist linear in r; die Steifigkeitsmatrix ergibt sich 
jedoch als nichtlineare Funktion der Schnittgrößen (Stab- 
endkräfte): 

KOE rn = AR. (123) 


Gesucht ist der Bereich O <ıi < Ans in dem es eindeutige 
Lösungen r gibt. Ein Gleichungssystem besitzt jedoch nur 
dann eine eindeutige Lösung, wenn die Determinante der Ko- 
effizientenmatrix ungleich Null ist. 

Diese Eigenschaft dient bei der "Determinantenmethode" zur 
Bestimmung der kritischen Belastung: Man denkt sich die Be- 
lastung R' = AR, beginnend bei X = e, für wachsendes X auf- 
gebracht und bestimmt für jeden Lastparameter die Determi- 
nante von K(AF). Die kritische Belastung AR ist dann er- 
reicht, wenn die Determinante zu Null wird: Es gibt keine 
eindeutige Lösung von (12.3). 

Wir fassen dies zusammen in dem folgenden 


Satz 12.1: Der kritische Lastparameter A, ist der kleinste 
Parameter X > 0, für den die Determinante der nichtlinearen 
Steifigkeitsmatrix K(AF) au Null wird. AF sind die Stabend- 
kräfte, die im MNachbarzustand mit der Belastung AR im 
Gleichgewicht sind, 


Damit haben wir das Stabilitätsproblem für ein Stabtragwerk 
auf eine Steifigkeitsberechnung und auf die Bestimmung der 
ersten Nullstelle einer Determinante zurückgeführt. 

Wir beginnen mit der Berechnung der Steifigkeitsmatrix des 
Nachbarzustandes: 

Aufgrund der Annahme kleiner Verformungen bis zum Erreichen 
von A, kann die Gesamtsteifigkeitsmatrix mit der direkten 
Steifigkeitsmethode analog zu (6.10) aufgestellt werden: 


era 


Die Elementsteifigkeitsmatrizen kr sind Funktionen der 
Stabendkräfte. 
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Die Berechnung dieser nichtlinearen Elementsteifigkeiten 
ist im allgemeinen sehr aufwendig, Nur für ebene Stabele- 
mente ergibt sich eine relativ einfache Möglichkeit der 
Darstellung, die aus der Mechanik /39/ oder dem Stahlbau 
/73/ bekannt sein dürfte. Diese Darstellung wird im folgen- 
den übernommen und in Matrizenschreibweise dargestellt. 

Die nichtlineare Steifigkeitsmatrix [2 für ein Stabelement 
©) wird am unbelasteten differentiellen Element der Länge 
dx abgeleitet (Bild 12.5). 


x 
Ausgangszustand 


Z,w H M 


Bar ——, 


w.: Durchbiegung 


Bild 12.5 Stabelement im benachbarten Verformungszustand 


Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die Kennzeichnun- 
gen der lokalen Koordinaten und der Elementnummer zunächst 
weggelassen, Man erhält die folgenden Gleichgewichtsbedin- 


gungen: 
-Y+(V + N dr) 20 , (i) 
dx 
LE rs (ii) 
dx 
-M + (M a dx) - (V + ai dax)dx + (H + au dx)dw = 0, (iii) 
dx dx dx 
Aus (i) und (ii) folgt: 
Eu dıx=0, V= const, 
dx 
dH 


dx =0, H= const. 
dx 
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Damit ergibt sich (iii) zu: 


MER 


dx 


Diese Gleichung läßt sich wie folgt umformen: 


[ven itlo 


dx "dx dx 
2 2 
oder a 
dx2 dx2 
Durch Vergleich mit der Grundgleichung der 


unter Vernachlässigung der Verformungsanteile 


kraft (vgl. (5.11)) ist mit w = Ws M = HM,» I 
w" = -M/EI , 
2 
()"= g „ EI = const, 
dx? 
Man erhält: 2 2 
En" = - IM udn 
dx? dx? 
Der benachbarte Verformungszustand 


durch die Differentialgleichung: 


ww 


EI - HwW"=0,. 


Bei kleinen Verformungen 
gleich der Horizontalkraft H. 
Wählt 
meter \ versehenen, 
he Beispiel 3.1): 


man das Stabelement Typ-a, so sind die 


linear 


AFı = N 
AF2 = -M(0) = EIW"(0) 
AF3 = M(£) = -Elw"(£) 


(iv) 


iv) 


Balkenbiegung 
infolge Quer- 


=; 7.53 
y 


wird also beschrieben 


ist die Normalkraft N ungefähr 


mit dem Para- 


unabhängigen Stabendkräfte (sie- 
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Damit ist folgende Differentialgleichung zu lösen: 
El” - FL wW" =0. 


Durch Umformung ergibt sich: 


2 
wc Ww"=0 (12.4) 


2 Ar 
mitt ce =——, (fF} >00, Zug. (12.5) 
Ei 
(12.4) ist die Differentialgleichung der Stabknickung. 
Für ihre Lösung müssen insgesamt vier Randbedingungen for- 
muliert werden. 
Es ist eine lineare, homogene Differentialgleichung vierter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Basislösungen der 
Form 
w=C, + Cox + C3 cos(«x) + C, Sin(«kx) (12.6) 


2 
für x > 0 (Druck) und 
w= Ch + (ax + (3 cosh(rkx) + Cy sinh(kx) (12.7) 
für = < 0 (Zug) 


findet man mit der charakteristischen Gleichung (/96/, Sei- 
te 435) von (12.4). Hierbei sind die Konstanten C, und c; 
(i = 1, ..., 4) Freiwerte, die aus den Randbedingungen be- 
stimmt werden müssen. 

Wir zeigen zunächst, wie sich die Konstanten [,, ..., Cy 
aus den Randbedingungen ergeben. Die Randbedingungen sind 
Stabendverformungen oder Linearkombinationen der Stabend- 
verformungen (z.B. %, siehe Bild 12.6). 

Für den Stabdrehwinkel gilt: 


vl - Wit, . (12.8) 


Die Stablänge L; wird im verformten und unverformten Zu- 
stand gleichgesetzt. 
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U,,55 


m 


Stabenddrehwinkel: Uz, ug 


Stabdrehwinkel: 72 


Bild 12.6 Verformungen und Stabendkräfte 


Die 
für X =0 ist w=0 
für X = t, ist we 


Durch Einsetzen in 
sich das 


ner: C, (sinkt = 


10 1 0 
oO 1 0 K 
1. :£ 


Re 


coskKt sinct 


-x sinkt x cosk£ 


Us -% 


Randbedingungen im um u, parallel verschobenen Element: 


und wı = -u 


(12.9) 
w' = A 


und ug 


(12.6) und in die Ableitung w' ergibt 
folgende Gleichungssystem zur Bestimmung von C,, 
sin{x2), cosk£ 


= cos(«x£) und £ = t,): 


= (12.105 


Lösung berechnet man durch sukzessive Elimination zu: 


{sin«t-«£ cose£)ug + (xL-sink£L)ug + «(l-cosk£)(Us-U,) 
SA ee Pre BEE ER SE 


2«(1l-cosk£) - «22 sinek 


(cos«k2-1)uz - (l-cosk£)üg - « sink£(Us-UR) 


e(l-cosc£) - «£ sinkt 


Ca = -C| 


(12.11) 


(xt sin«ttcoskl-1)Uz + (1-cosk£)ug + « Sin«L(Us-un) 


2r(1l-cos«£) - «22 sinkk 
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Damit ist die Funktion der Durchbiegung bestimmt. Die Stab- 
endkräfte = werden mit den Gleichgewichtsbedingungen am 
verformten System in Abhängigkeit von AF], aus den Ableitun- 
gen der Funktion der Durchbiegung w berechnet. 


5] EI -AFı 


(2) 
D 
1 


-AF] Ur Fa + Fa)/k, 


S3 = AFz = -M(0) = EIw"(0) 


(12.12) 
5, = AFı 
Ss = AFı w + alFz + Fa)/t, 
S = Ar = M(2,) = -Elu"(£,) 
Durch Einsetzen der Ableitungen von (12.6) 
2 2 
w"(x) = -K [3 cos(xX) - x Cu sin(«x) 
2 
mit (k > 0, Druck) 
und mit den Abkürzungen 
=» sinkl - «£ coskt Ser 
2(1 - cosk£) - «£ sinkt 
| (12.13) 
85 x£ - sinkt SE 
2{(1 - cosk£) - «2 sinkt 
2 
(k > 0, Druck) 
erhält man: 
Sy = 9) Uy + 02 Us + (01 + 99» 
(12.14) 
SE: = #2 Ug + 81 Ug + (dı # 82)y .» 
Für die Normalkräfte gilt: 
5; = EA(ü) - W)/R, 
(122.15) 


Sy u EA(-U) + u, )/k, 
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Zusammen mit Gleichung (12.12) sind damit alle Stabendkräf- 
te als Funktionen der Stabendverformungen und der Normal- 
kraft AF, bekannt, 


2 
Die entsprechende Lösung von (12.7) für « < 0 (Zug) be- 
rechnet man am zweckmäßigsten durch Transformation von ® 
und ®, mit 


Arıl 
K=i ;‚ 3 = Y-1 (imaginäre Einheit) 
EI 


und cos(i«£) = cosh(«k£) „ (12.16) 
sin(i«e£) = i sinh(«2) . 
Es ergibt sich: 


EN sinhk£ - «2 coshe£ 
By, ni a Se er ee ET 
2(coshk2 - 1) - «£ sinhe£ 

(12.17) 


85 2 «2 - sinhet Kl 


2(coshk£ - 1) - «£ sinh«? 


Mit $ı für eı und 82 für #2 gelten die Gleichungen (12.12), 
(12.14) und (12.15) auch für Elemente mit positiver Normal- 
kraft AF]. 

Damit kann die Beziehung zwischen Stabendverformung und 
Stabendkräften aufgestellt werden. In Gleichung (12.12) 
läßt man jedoch die Querkräfte 5, und 5, weiterhin von AF} 
explizit abhängen. Dadurch ergibt sich eine in u lineare 
Steifigkeitsbeziehung, bei der jedoch die Steifigkeitsma- 
trix Kr von der unbekannten Stabendkraft AF, abhängig ist: 


s’-KkUW. (12.18) 


Mit den Gleichungen (12.12), (12.14) und (12.15) und mit 


= a) 


ol 
vn 
U 


(ei + B2)/E 
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erhält man die gesuchte Steifigkeitsbeziehung: 


’ $; EL OO 0 EM 0 0 
u iu _ l = 
S2 ®] 8, 1 0 -6] -6) 
m j Z, 
S3 ®] l [t} 23 ®2 ı 
|: Ba ee Fake es (12.19) 
Sy ı EA/R 0 0 
_ I u 
S5 symmetrisch ıı 9% 
= | = 
S6 ) 2 


4 2 
( Kr {k > 0, Druck) 
Durch linksseitige Multiplikation von (12.19) mit der Dre- 


hungsmatrix Eu erhält man: 


she: Ä eg 
hS:!s-u EU. (12.20) 
Für die Stabendverformungen gilt: 

i © 1,7 i 


u u 


Durch Einsetzen in (12.20) folgt: 


51 u er 


2 SE 
mit der Elementsteifigkeitsmatrix des Elementes 0) 
i i ri i,T 
kr® bp Kr (kp . (12.21) 


Die Koordinatendrehung ergibt: 


2 B=. = EN al 2 ie & 3 
c EA/L + Ss 8] Sc(EA/L - %,) S$2 1 -c EA/E- 5 91 -Sc(EA/L - 9,) 592 
2 22 a > 2 2_ = 
s EA/E + c 90, -C92 I -sclEA/L - #1) -5 EA/L - cc 9, -c 


2 
_ 
" 
© 
- 

{} 
a 
1 

n 

2} 

© 
» 
o 
n 


2 2. 3 = 
symmetrisch ı S EML + Ss 8)  Sc{EA/E - %,) -5s®z 
ı 


2 2- u 
s EA/L + c 9, “ 


2 
(ke > 0, Druck) (12.22) 


s=sina= (z,"2,)/8; ,» c=c0o5sa= (X7Xgl/k; . 
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Die Steifigkeitsmatrix kA(AFj) nach (12.22) besitzt densel- 
ben Aufbau wie die Steifigkeitsmatrix k' des ebenen Stab- 
elementes (Anhang A3); kpÜAF]) kann jedoch für AFı =0 
nicht aufgestellt werden: Man erhält nämlich für #, und $5 
unbestimmte Ausdrücke der Form (0/0). Durch Anwendung der 
Regel von 1'Hospital ergeben sich die Grenzwerte: 


lim rn = del 
AF,)>0 KL 
(12.23) 
und tim $, = ZEl 
AF])>0 £ 


Damit geht die nichtlineare Elementsteifigkeitsmatrix 
Retkbn) in die }ineare Elementsteifigkeitsmatrix Ki über 
{siehe Abschnitt 6.2). . 

Mit der Elementsteifigkeitsmatrix kl(AF) kann die Gesant- 
steifigkeitsmatrix 

KAFR:) 

aufgestellt werden. 

Hierzu ist im allgemeinen eine erste lineare Berechnung am 
unverformten System erforderlich, mit der der Vektor der 


Normalkräfte 1 
Tee, ... Fi] 


bestimmt wird. Mit den bekannten Normalkräften können dann 
elementweise die Werte «' festgelegt werden. Die Element- 
steifigkeitsmatrizen kr werden unter Berücksichtigung des 
Vorzeichens der Normaikräfte besetzt. Die Gesamtsteifig- 
keitsmatrix Kf{AF,) stellt man mit der direkten Steifig- 


keitsmethode auf. 


12.3 Lösung von Knickproblemen mit der Determinantenmethode 
EEE EL AED AN 


Den kritischen Lastparameter erhält man durch Lösung der 
folgenden Aufgabe: 


A, = min {aldet(K(AF,)) = 0, 2 > 0}. (12.24) 
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Gesucht ist der kleinste Wert X > 0, für welchen die Deter- 
minante zu Null wird {vgl. Satz 12.1). Dies bereitet bei 
einer größeren Anzahl n von Freiheitsgraden der Verschie- 
hung einen erheblichen numerischen Aufwand und zum Teil 
auch beträchtliche Schwierigkeiten. 

Die Elemente der Matrix K sind transzendente Funktionen; 
für Fi) > 0 erhält man jedoch einen positiven Wert der De- 
terminante. Der Grenzübergang (12.23) führt zur linearen, 
positiv definiten Steifigkeitsmatrix (det(kK) > 0). Der Ver- 
lauf der Determinante kann damit qualitativ dargestellt 
werden (Bild 12.7). 


Sn 
NS Tangentenverfahren 


N 
\ (Newton! 


Sehnenverfahren 
(Regula falsı) 


Bild 12.7 Determinantenverlauf und Nullstellenberechnung 


Die Berechnung der ersten Nullstelle A) =‘, bereitet 
Schwierigkeiten: Das Newton'sche Iterationsverfahren erfor- 
dert die Ableitung der Determinante der Steifigkeitsmatrix 
nach A. Diese Ableitung kann nur in Ausnahmefällen auf di- 
rektem Wege berechnet werden (eine allgemeinere lineare Ap- 
proximation wird im nächsten Abschnitt dargestellt). Eine 
Berechnung mit dem Newton'schen Iterationsverfahren kann 
zudem zu einer zweiten oder höheren Nullstelle führen (Bild 
12,7: A, ps Bs, 20,5 Aa). Dies könnte zu einer gefährlichen 
Überschätzung der aufnehmbaren Belastung führen. 

Es ist deshalb notwendig, in jedem Fall Abschätzungen der 
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Form (Bild 12.7) 
A Au < Az 


an den Anfang der Berechnung zu stellen. Derartige Abschät- 
zungen können mit den Euler-Fällen (Bild 12.8) gefunden 
werden, Es ist möglich, mit einer Sehnenapproximation (Re- 
gula falsi, A- C in Bild 12.7) 


x = Ar, - det(K(a,)) 


(12.25) 
det(K(r,)) - det(K(1.)) 


Näherungslösungen zu berechnen, 
Wir zeigen zunächst zwei einfache, direkte Anwendungen der 


Determinantenmethode, die den Zusammenhang mit den bekann- 
ten Lösungsverfahren herstellen. 


EULER - Stäbe 


A, Ay Ak Ay 
’ £ Ü 1 I 
) 2 3 ö | 
Ein? Ein? EIn LEI? 
Mein zu Aw 2.04 7? Au = 7? 


Bild 12.8 Eulerstäöbe und kritische Belastung 


Beispiel 12,1: 

Berechnung der Knicklast der Eulerstäbe nach der Determi- 
nantenmethode, Wir beginnen mit dem Eulerstab 2. 

Zunächst werden die Freiheitsgrade der Knotenverformungen 
festgelegt (Bild 12.9 (a)). 

Die Stablängsverformung r3s wird durch das Elastizitätsge- 
setz beschrieben und gilt für alleX < Au: 
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| - 2t, | 


(a) Eulerstab 2 {b) Eulerstab I 


Bild 12.9 Freiheitsgrade der Knotenverformung 


Mit den Knotenverformungen rı und r2 gilt für das Momenten- 


gleichgewicht rechts und links: 


dı rı + dar 0 (3. Zeile von (12.19)) 


8, rı +8, r2 = 0 (6. Zeile von (12.19)) . 


Damit erhält man als Knickdeterminante: 


2 2 
9%, - 95 =0 


oder (9, - 8,)(dı + 9) =0. 


Durch Einsetzen von (12.13) ergibt sich: 


(2 sinkt - «L = xL coscl)(kl - x cos«kl) = 0 


Nullsetzen des ersten Faktors führt zu 
KL = 1, 31, 1, ... 3; 
der zweite Faktor liefert die Nullstellen 


Kt = 2, Ar, 2... 


(12.26) 


Der kleinste !ert von «EC bestimmt mit (12.5) die kritische 


Last (AyFı =; R= 1): 
m? 
= FE (Eulerstab 2) 


22 


Der erste Eulerstab besitzt dieselbe kritische Last wie ein 


Eulerstab 2 der Länge 22; (Bild 12.9 (b)): 


2 
„ EIr 


5 (Eulerstab 1). 
48 


Ak 
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Für den Eulerstab 3 erhält man die Knickbedingung: 


®] =. 0 
oder tancl = xl, (12.27) 
mit der Lösung 
1, = 2,04 EIN (Eulerstab 3) . 


Für den Eulerstab 4 erhält man die Knickbedingung: 


2 (1-cos«L)-«?Lsin«t=0 
mit der Lösung 


KL = 2 und 
PR. 

6 = deln (Eulerstab 4) . 
L2 - 


Die Lösung von Knickproblemen nach der Determinantenmethode 
erfordert - abgesehen von Sonderfällen - einen erheblichen 
numerischen Aufwand. Die Determinantenmethode erscheint 
deshalb hauptsächlich für Probleme geeignet, deren Lösung 
als Schranken für größere Probleme verwendet werden können. 
In diesen Fällen ist eine parametrische Lösung erforder- 
lich, Ein Beispiel hierfür ist der Stab mit Federlagerung 
(Bild 12.10). 


g 
oo. 2, 
Br @ 
„10 
VE 


1 gl 2 
05,55 u , 3? OM 
——— ü, ‚Ss, a {Drehfeder) B 
Di oo 
U, ,5} 
Se 


(a) federgelagerter Stab (b) Ersatzstab im Gesanmt- 


tragwerk 


Bild 12.10 Ersatzstab mit Federlagerung 
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Die Verschiebungen und Verdrehungen des Punktes A im Er- 
satzsystem können abgeschätzt werden; mit einer parametri- 
schen Lösung des Ersatzstabes kann dann näherungsweise der 
Stabilitätsnachweis des Stabes A - B (Bild 12.10 (b)) ge- 
führt werden (nicht der Nachweis des Gesamtsystemes). 

Im folgenden Beispiel wird die Lösung für den federgelager- 
ten Stab angegeben. 


Beispiel 12,2: 
Berechnung der Knicklast eines federgelagerten Stabes (Bild 
12.10 (a)). Das System besteht aus drei Elementen: 
- einem Stabelement mit der Querschnittsfläche A, der Lär- 
ge £ und dem Trägheitsmoment I, 
- einer Senkfeder mit der Federsteifigkeit eu» 
- einer Drehfeder mit der Federsteifigkeit Cop: 


Für die Stabendkräfte (Bild 12.10 (a)) gilt: 


= HT N 


=3 _3 
51 


" 
(8) 
[= 

- 
D 


Die Steifigkeitsmatrix des Stabelementes ist bekannt 
(12.19). Normalkraftverformungen werden vernachlässigt. Mit 
der direkten Steifigkeitsmethode erhält man: 


Dies ergibt mit AFj = AR, R= 1 die folgende Knickbedin- 
gung: 


det(Kta)) = (2laıts2) - al + Le )lsrtg) - (artt2)” = 0. 


(12.28) 
Bild 12.11 gibt eine graphische Darstellung der Funktion 
det(K(i)) für verschiedene Federsteifigkeiten ©. Als Null- 
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stellen von det(K(A)) erhält man (£ = 1, co = 1, El = 1): 


Ak ist die kritische Belastung (R = 1). Bemessungskurven 
für dasselbe Beispiel findet man in /64/. 


det{KIA)) 60 


-20 


Bild 12.11 Knickbedingung des federgelagerten Stabes 


12.4 Die geometrische Steifigkeitsmatrix 


Im folgenden wird eine linearisierte Knicklastberechnung 
dargestellt, die von einer linearen Approximation des Nach- 
barzustandes auf Elementebene ausgeht. Diese Approximation 
führt zu der geometrischen Steifigkeitsmatrix. 
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Die Ableitung der geometrischen Steifigkeitsmatrix erfolgt 
in diesem Abschnitt ausgehend von der nichtlinearen Stei- 
figkeitsmatrix des Stabelementes (12.19). Dieser Weg ist 
ungewöhnlich und in der vorliegenden Form auch sonst nicht 
zu finden. Auf diesem relativ umständlichen Weg wird der 
Zusammenhang zwischen der Determinantenmethode und dem heu- 
te allgemein üblichen Lösungsweg über den Satz von Castig- 
liano verdeutlicht. In Kapitel 13 wird dieselbe geometri- 
sche Steifigkeitsmatrix auf diesem zweiten. auch für andere 
Elemente anwendbaren, Weg gezeigt. Ausgangsgleichung für 
die folgende Ableitung ist (12.19): 


sur. (12.29) 
Die Elementsteifigkeitsmatrix_ kr ist eine transzendente 
Funktion der Normalkräfte Fl. Die Verteilung der Normal- 
kräfte wird wie in Abschnitt 12.3 als bekannt vorausge- 
setzt, d.h. im Element ©) ist Fl bis auf einen skalaren 
Faktor A bestimmt, Damit können wir annehmen, (12.29) sei 


in folgender Form dargestellt: 

4 Iti-gl wi 

Smaplärı-. (12.30) 
Die Elementnumerierung wird zur Vereinfachung der Schreib- 
weise zunächst weggelassen. 


Wir entwickeln (12.30) in eine Taylorreihe um einem Aus- 
gangswert Ag: 


= = vn d,- = : 
Ss =kla,dJur (a - ro) n tk-(A,)} U + Restglied . (12.31) 


Im Sinne einer linearen Approximation vernachlässigen wir 
das Restglied. } 
Für den ersten Summanden in (12.31) ist der Grenzwert ke 
für X, * 0 bekannt (vgl. (12.23)): Man erhält die Matrix 
k auch, wenn man die reduzierte Steifigkeitsmatrix kr aus 
Abschnitt 6.1 und Anhang A3 auf die vollständigen Vektoren 
der Stabendkräfte und Stabendverformungen transformiert: 


Der ku, 
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EA/R 0 0 T-EAarR ) N) 
3 2! 3 2 
12E1/£ -6EIYL I 0  -I12EIYE -6EI/E 
3 > l 2 
lim keli,) ELLI 0 GEI/L 2EI/R 
A790 ai ++... --.--.n...—. 
Ka ı EA/R 0 0 
1 3. 2 
symmetrisch ! IL2E1/£ 6EI/E 
I 
' 4E1/2 
(12.32) 


Auf globale Koordinaten transformiert ist B mit der in Ab- 
schnitt 6.2 (vgl. (6.9)) und Anhang A3 berechneten Element- 
steifigkeitsmatrix k' identisch. 

Für den Grenzübergang %, 7 0 des zweiten Summanden muß die 
Ableitung d 


— {kl 


dA o! 


berechnet werden. 

Die Elemente der geometrischen Steifigkeitsmatrix erhält 
man zu: & “ 

& = im d me tkelie} (12.33) 

A,r0 en 

Die Berechnung der Grenzwerte der Ableitungen von kr) er- 
fordert einen erheblichen Rechenaufwand. Im wesentlichen 
sind folgende Grenzwerte zu berechnen (vgl. (12.13), 
(12.5)): 
(12.34) 


mit 9) = Pı (eK) s 92 = Po(«) 


und « = Y-AFı/EL . 


Für die Berechnung mit der Regel von 1'Hospital sind die 
Ableitungen der Zählerfunktionen (Z, und Z,) und der ge- 
meinsamen Nennerfunktion (N) zu bilden; es ist: 


2 
(- ee Zı = (sinx - x cosx + x sinx)(2 - 2 cosx = x sinx) 

N 2 
- x(sinx - x cosı) , 
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(- zb Z2 = (2x - sinx - x cosx)(2 - 2 cosx - x sinx) 
u - x - x sinx)(sinx - x cosx) , 
N = 2x(2 - 2 cos - x sinx)” 
EUER 


mit x 


Zähler- und Nennerfunktion sind bis zur i-ten Ableitung an 
der Stelle Null zu berechnen. Für i = 9 ergibt sich erst- 
malig kein unbestimmter Ausdruck der Form (0/0), 

Die neunten Ableitungen Sind: 


E) 
ı .42ı 2 2 2 2.0 2 
— = 2(128x cosx + x cosx - 128x sinx 
Fj£ dx? 2 
+ 1280x cosx sinx + 19x sinx - 256 cosx 
2 
- 80 cosx + 256 sinx ) „ 
E) 
ı .4 22 GL. 2 . 2 
( ——) = -x sinx + 24x cosx + 168x sinx + 512 cosx 
Fit dx? 2 
- 344 cosx - 512 sinx „ 
9 
dn 3 ä 2 2 2 
zo Bde 8(128x cosx sinx - 608x CosX - x cCosx 
dx 


2 2 
+ 608x sinx - 2816x cosx sinx - 16x sinx 


2 2 
+ 576 cosx + 54 cosx - 576 sin ) . 


Für x = DO erhält man: 


. 2 2 
Tim — = — Fit und 
x>0 N 15 

22 I 
liimn—=-— Ft, 
x>0 N 30 


Die Ableitungen wurden mit einem Rechenprogramm (LISP) be- 
rechnet, das eine symbolische Differentiation durchführt. 
Mit diesem Ergebnis kann die geometrische Steifigkeitsma- 
trix angegeben. werden. 


296 12 Elastische Stabilität ebener Stabtragwerke 


Geometrische Steifigkeitsmatrix in lokalen Koordinaten: 
) 
0 0 o lo 0 0 
| 
6/(5£) -1/10 10 -6/(5£2) -1/10 


“ 2271510 1/10 . -2/30 
k. = Fı =D erzeenen (12.36) 
=g 
a) 0 d 
symmetrisch 6/(58) 1/10 
22/15 


Wie in Abschnitt 12.2 (Gleichung (12.21)) transformieren 
wir auch die geometrische Steifigkeitsmatrix auf globale 
Koordinaten. Dies ergibt: 
365° -365c 3521-365” I6sc "Bst 
36c” see 365c -36c” -3ck 


fi 4b? ı -3st 3ck -2° 
S " 302 . r 365? -365c -3s£ ee 

symmetrisch | 36€ 3cL 

42° 


c 


cos a = (X Xg)/E; s 
s=sina= (2,-2,)/8; . 
Damit sind die linearen Approximationen der nichtlinearen 


Elementsteifigkeitsmatrix des Stabelementes und der Stab- 
endkräfte s’(r) bekannt: 


r 
7 
> 
— 
U} 


Krac 
= 2; 11237) 


und S'(a)=klulsıkl u. 


12,5 Das Eigenwertproblem der Knickung von Stabtragwerken 


Mit den bekannten Steifigkeitsbeziehungen (12.37) kann nun 
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die Gesamtsteifigkeit des Tragwerkes in einem benachbarten 

Verformungszustand berechnet werden. 

Wir bezeichnen mit 

Re die lineare Gesamtsteifigkeitsmatrix des Tragwerkes, 
die mit K (Kapitel 6) identisch ist, 

KI die geometrische Gesamtsteifigkeitsmatrix des Traqwer- 

kes; sie wird mit ko (12.36) aufgestellt. 

Die Berechnung beider Matrizen, K® und K9, erfolgt mit der 

aus Kapitel 6 bekannten direkten Steifigkeitsmethode. 

Für äußere Lasten AR gilt: 


(K +aKI9ı r=ıR. (12.38) 


Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten folgt (vgl. auch 
Satz 12.1): 


Satz 12.2: Ein Tragwerk ist dann instabil, wenn es eine 
virtuelle Verformung r + O0 gibt, für welche die Arbeit der 
äußeren Lasten verschwindet: 


ruK®raKtyr=sarR=0O. (12.39) 


Wegen r + 0 folgt 
(K+HıKI)r=0, (12.40) 


die Grundgleichung der linearen Stabilitätstheorie, 
Gleichungen der Form (12.40) beschreiben ein allgemeines 
Eigenwertproblem (/95/, Anhang A2.2). 

Für [n«n} -Matrizen Sg und K9 gibt es im allgemeinen n Lö- 
sungen 

As cnen Ays 
und n Vektoren 


die Eigenwerte von (12.40), 

Kirn K die den Eigenwerten zugeordneten Eigenvekto- 
ren. 

Aus der Ableitung erkennt man unmittelbar die Gültigkeit 
von Satz 12.3. 


n?’ 
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Satz 12.3: Der kleinste (positive) Eigenwert X = rk der 


Grundgleichung der linearen Stabilitätstheorie 
Ka Ken 
bestimmt die kritische Belastung 


R 


RAR (12.41) 


des Tragwerkes. 


Die Lösung des allgemeinen Eigenwertproblems ist mit dem 
wiederholten Lösen eines linearen Gleichungssystems verbun- 
den. Die Lösung eines speziellen Eigenwertproblems (Anhang 
A2.2.1) erfordert hingegen diesen Aufwand nicht. Im Anhang 
A2.2.1 wird die Transformation des allgemeinen auf das spe- 
zielle Eigenwertproblem gezeigt, Wir stellen diese Trans- 
formation hier zusammengefaßt dar: In (12.40) 


Kraklyr=o 


ist K positiv definit. Mit dem Cholesky-Verfahren (Anhang 
A2.1.4) zerlegen wir die Matrix K® in L und E! und substi- 
tuieren a r durch r. Durch Inversion von L und Linksmulti- 


plikation mit Er erhält man das spezielle Eigenwertproblem 


K-ADr=-0 (12.42) 


nit KO=LLT, 


karten! (12.43) 
und A=-1Ä/i . 


Die Eigenwerte A und Eigenvektoren r von (12.40) erhält man 
aus den Eigenwerten A und Eigenvektoren r von (12.42) fol- 
gendermaßen: 

en (12.44) 


ri =-l/A und r=(L 


Wir erläutern nun den Zusammenhang zwischen der Lösung von 
(12.40) und der Determinantenmethode: Die Eigenwerte A; 
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stimmen mit den Nullstellen der Determinante 
det(K® + a K9) 


überein. Die Determinante ist ein Polynom n-ter Ordnung in 
A, welches die Determinante des nichtlinearen Problems (Ab- 
schnitt 12.2) approximiert. Wir zeigen das an einem einfa- 
chen Beispiel, dem federgelagerten Stab (vgl. Beispiel 
12.2). 


Beispiel 12,3: 

Für den federgelagerten Stab nach Bild 12.10 wird die De- 
terminante der Matrizen R FA x9 aufgestellt und deren er- 
ste Nullstelle Anin "Ak bestimmt, 

Die Determinante erhält man aus den Elementsteifigkeitsma- 
trizen. Für 


ElI=1, =], eu 10 , Co = l und R=1 


ergibt sich die Knickbedingung: 


Der et 
5 10 

det =0 
ee 
10 15 


41:4 
ü; u, al 23 
© ı M ou ? en 
I— ui 
Du u 
® x 


Bild 12.12 Federgelagerter Stab mit zwei Stabelementen 
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Es ist dies ein Polynom 2. Ordnung (Parabel): 
2 
A - 51,55 ı + 493,33 = 0 


mit der Lösung 

Le 12,7 
Im Vergleich zu der Lösung aus Beispiel 12.2 A = 12,1) 
ergibt sich ein relativer Fehler von ca. 5 %. 
Eine genauere Lösung erhält man durch Unterteilung des 
Stabelementes (Bild 12.12). 
Für diesen Fall erhält man die Knickbedingung in allgemei- 
ner Form zu: 


s 
12EI,. _ 52 GELl_ X 1 _12EI, 6 _G6EL, A 
43 ET} 2 10 u 5£ 2 m 
| 
SEI _ El, ..- 2, 6EL_ A ZEI , 2ı 
2 10 L 15 | 2 20 2 30 
det |- ---- - --T --| = 0 
=. I2EI. „6% EILl__&a 0, 2aEI _ 12 0 
23 52 22, 10 Fe 3 52 
| 
GE, zEL , 2x n BEI _ Aka 
22 10 2 2 4 L 15 


Die Lösung wurde für alle in Bild 12.11 dargestellten Fälle 
als erste Nullstelle der zugehörigen Polynome 4. Ordnung 
berechnet (Tafel 12.1). 


10 le 12.1 < 0,1 


20 18,3 18,3 < 0,1 
30 21,1 20,8 1,4 


Tafel 12.1 Vergleich der linearen und nicht- 


linearen Eigenwertberechnung 


Bei größeren Problemen (n > 3) wird man A, mit den bekann- 
ten Verfahren zur Lösung von Eigenwertproblemen berechnen 
/88/. Da nur der kleinste Eigenwert von Interesse ist, kön- 
nen spezielle Verfahren der Eigenwertberechnung angewendet 
werden, Wir beschränken uns hier auf die Anwendung eines 
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r3 rg 


| r, 


ERROR BIER. 


Bild 12.13 Knickbedingung eines Einfeldrahmens 


speziellen Verfahrens, des Iterationsverfahrens von R. von 
Mises (vgl. Anhang A2.2.3). 


Beispiel 12,4; 
Für den Einfeldrahmen (Bild 12.13) wird die Knicklast nach 
dem von Mises'schen Iterationsverfahren berechnet. Die Be- 
rechnung erfolgt für verschiedene Stiellängen h, für zwei 
Lastverhältnisse, Rz, = Rs und R; = 0,5 R,, und für mehrere 
Steifigkeitsverhältnisse I,/l,. Es wird ein Vergleich mit 
den Näherungslösungen nach DIN 4114 (Blatt 1, Ausgabe Juli 
1952) durchgeführt, 
Näherungsweise können für den Ausgangszustand die Druck- 
kräfte in den Stielen den äußeren Lasten R, und Rs gleich- 
gesetzt werden; die Normalkraft im Riegel ist Null. 
Man erhält damit folgende Steifigkeitsmatrizen: 

(a) Die geometrische Steifigkeitsmatrix Re, 


6 
1 2 3 a 5 6 
Ft 
2 eg] 0 0 0 1 
5h 10 | 
{) 0 0 [) 0) 2 
g rs] v [) 0 3 
K’ = 15 
EEE ee nen 
U —|Rs| 0 -—fRs|| 4 
15h 10 
ı 
symmetrisch n ° D 5 
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(b) Die lineare Steifigkeitsmatrix Be 


ı 2 3 3 5 6 
IA IA 
12 r d Tl, 0 0 1 
E) 2 | 
h ul; h el, 

A ar er | 121 61 
+ - | 0 - .— 2 

hi 23 £2 | 3 22 

s ) 

4,4ı {1} &1 21 3 

h dl 42 £ 

BE .. a ee 2 Va a er 
K =ElI, 12, f $ az 
ha el, h 

121 , }s 81 
symmetrisch en = 15 

23 hl L2 

5 
ER 6 
h j2 


Steifigkeitsverhältnis I = I/L, 


Für die Iteration nach von Mises wird die Grundgleichung 
umgeformt: 


mit A=-1%. 


Gesucht ist damit der größte Eigenwert A, der den klein- 
sten Wert von A bestimmt (K° ist positiv definit). Die ite- 
rative Bestimmung von A erfolgt nach dem von Mises'schen 
Iterationsverfahren, das im Anhang A2,2.3 detailliert dar- 
gestellt ist. Die Iterationsvorschriften sind einfach pro- 
grammierbar. Für die Berechnung wurde ein Programm er- 
stellt. Die Ergebnisse der iterativen Berechnung mit ver- 
schiedenen Parametern sind in Bild 12.14 dargestellt. 

Für einen relativen Fehler von ca. 0,1 % waren durch- 
schnittlich vier Iterationsschritte erforderlich. Die Kon- 
vergenzgeschwindigkeit hängt nur unwesentlich vom Start- 
punkt ab. 

Das vorliegende Beispiel ist nach DIN 4114 (Blatt 1, Ausga- 
be Juli 1952) gewählt. Die Ergebnisse werden mit der Lösung 
verglichen, die dort angegeben ist (siehe Tafel 12.2). 
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I = 
s 


Knickung v. 


Stabtragw. 


303 


18 20 


A,/m?E) —e 


= 2 
= 0,5-10 m 


2 


Bild 12.14 Ergebnisse der Knickberechnung 


0,5 


I, Eigenwert +) 
10° m" | (Knicklast) 


14,850 
10,760 
8,155 
6,399 
5,157 
4,245 


19,800 
14,340 
10,879 
8,529 
6,873 
5,658 


Näherung +) 


DIN 4114 


14,770 
10,680 
8,093 
6,345 
5,109 


14,250 
10,790 
8,450 
6,813 


2,955 
4,830 
6,235 
7,414 
8,484 
9,515 
10,560 
11,640 
12,810 


rel. 


Fehler 


0,54 
0,74 
0,76 
0,84 
0,93 


0,63 


0,54 
1,66 
2,86 
3,89 
4,53 
4,61 
4,20 


Die mit +) gekennzeichneten Spalten sind mit 


10”* 


Tafel 


zu multiplizieren. 


(Blatt 1, Ausgabe Juli 


1952) 


12.2 Vergleich mit der Näherung nach DIN Lilä 
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Die Übereinstimmung beider Näherungslösungen ist relativ 
gut. Eine genaue Aussage über den tatsächlichen Fehler ist 
nicht möglich, da es sich bei beiden Verfahren um Näherun- 
gen handelt. 


12.6 Die Bedeutung der Eigenvektoren 


Für einen Stabilitätsnachweis genügt üblicherweise die Be- 
rechnung des kleinsten Eigenwertes von 


Kraklyr=0. 


Beim Iterationsverfahren nach von Mises wird zugleich der 
zugehörige Eigenvektor berechnet. 

Die Kenntnis des zu Ak gehörigen Eigenvektors % gibt ein 
qualitatives Bild vom benachbarten Verformungszustand. Man 
erkennt dies aufgrund der Ableitung des Eigenwertproblemes 
(12.38): 

Die Komponenten von r, sind die Komponenten der Knotenver- 
formung des benachbarten Verformungszustandes (Bild 12.15). 


TzıR2 Raıfis 


Verformung ! 


unbestimmt bis 
auf einen Faktor. 


(a) Freiheitsgrade (b) Komponenten des 


der Knoten Eigenvektors Lk 


Bild 12.15 Komponenten des Eigenvektors Ik 
Die Komponenten von Fi besitzen die dem Aufbau der Gesant- 
steifigkeitsmatrizen zugrunde liegende Anordnung, Nach Be- 
rechnung von Ik kann damit die "Verformung" der einzelnen 
Stabelemente berechnet werden. Diese Berechnung wird wie 
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die Verformungsberechnung (Abschnitt 5.4) durchgeführt, Die 


Größe 


der Verformungen ist jedoch, wie bei den Eulerstäben 


(Beispiel 12,1), bis auf einen Faktor unbestimmt. 


Damit 


ist die lineare Stabilitätsberechnung von Stabwerken 


bekannt. Es folgt eine 


Zusammenfassung der Berechnung der kritischen Belastung mit 


den zugehörigen Knickfiguren: 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


(6) 


Besetzung der elastischen Steifigkeitsmatrix Es und 
des Lastvektors R; ! 

Berechnung der Normalkräfte Fl in den einzelnen Ele- 
menten nach dem in Kapitel 6 dargestellten Weggrößen- 
verfahren; 

Besetzung der geometrischen Steifigkeitsmatrix KI; 
Transformation des allgemeinen auf das spezielle Ei- 
genwertproblem nach Gleichung (12.42) und (12.43); 
Lösung des speziellen Eigenwertproblems und Ermittlung 
der gewünschten Eigenwerte und Eigenvektoren; 
Rücktransformation der Eigenwerte und Eigenvektoren 
nach Gleichung (12.44), 


Die Berechnung mit SMIS wird an einem Beispiel gezeigt. 


8 2 
E = 2,1°10 kN/m 
Stiele: IPB 300 


Riegel: IPB 200 


Eee ee! 


Bild 12.16 Rahmen 


Beispiel 12.5: 


Für 


den Rahmen von Bild 12.16 wird die kritische Last be- 
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rechnet, Die Steifigkeitsmatrix K® wird mit der in Ab- 
schnitt 6.3 beschriebenen Variante der direkten Steifig- 
keitsmethode aufgestellt: 


4 5 6 2 an) 

RAT K ı der: ı 

wutkauutkaun | ws ! 07 001 ! 
Een" an et = +79 4442,24 - 

\ 
Een 2 u A a een 
\ 
e H 1 kesstke setkase | \ ' 
ke s TEL 4-4 

= \karrtkarz! Be zit 

d 10 ı 

symmetrisch | benatkenerkene | 


Die Elementsteifigkeitsmatrix der Elemente oP d. (Ds 


&, D und ist mit cos a = O und sina = -1: 


wen 0 -1 1-0,667 0 

Hi 29,590! 0 -29,599 
Lesen ! 
; ve 1 0 
ko = 35238 = ee 
0,667 0 
; l 

symmetrisch 22 599 


Dimension [xkn, m] 


und für die Elemente D, O, Oo) und MD) ist mit 


cos a= l und sina = 0: 


ı 

68,509 0 0 ı 68,509 0 0 

Fer, 
10,375 -0,75 1 0 -0,375 -0,75 
hai 

i l 2 l 0 0,750 1 
k. = 5985 ee a en nn 

I 68,509 0 0 

eg 
symmetrisch ı 0,375 0,75 
L----|J 
2 


Dimension [kN, m] 
Mit dem Lastvektor 


T.fo20o!o40!o 2 010 1 010 2010 1 0] a 
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können in einer linearen Berechnung nach Kapitel 6 die Kno- 
tenverformungen r und die Normalkräfte F} mit SMIS berech- 
net werden: 


1 6 

Fee -3ı, Feilen 

2 7 

Fi = -5,979 X = -6 2, Fı = -1,989 ı = -2 ı 
3 8 

Fi = -3,007 A=-3 X ’ Fi u -1,004 Ami 
y E) 

FL=0, Fi 

5 10 

Fı ii ’ Fi = 0 . 


Nimmt man für die Normalkräfte die gerundeten Werte, so 


sind die Elemente D, OÖ, ©) und normalkraftfrei, 
und die geometrische Steifigkeitsmatrix wird nur von den 
Elementen der Stiele gebildet: 


4 5 6 7 8 9 « Knoten 
+ 
1 6: 6 
Kauutkauy 0 0 kr 0 DO 4 
a 2 7 3 7 
U KgsstKkgss 0 0 Kg5s 0 5 
nn 4,3 8 & 
g I Kuss*kass 0 v Kgs3 6 
K = LZ2-.-2- 26 
IKg77 0 0 7 
Eee 
symmetrisch ıKg88 0 8 
U2_, 35 
Kaas] 9 


Für die Elemente 1; D, ; OF 0) und ist die 


geometrische Steifigkeitsmatrix: 


40-1 40-1 

0-0 ro co 

u; 4 ei 0-1 
sn ru 
symmetrisch O0 0 
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Für die Lösung des Eigenwertproblems verwenden wir SMIS 
/37/. In SMIS wird das Jakobi-Verfahren /95/ zur Berechnung 
der Eigenwerte und der Eigenvektoren benutzt, Es kann nur 
das spezielle Eigenwertproblem gelöst werden, 

Die Eingabe ist im folgenden zusammengestellt; 

LOAD Fl = KE Ni = 18 N2 = 18 


Es folgen zeilenweise die Elemente der elastischen Steifig- 
keitsmatrix Ka, 
LOAD Fl = KG Ni = 18 N2 = 18 


Es folgen zeilenweise die Elemente der geometrischen Stei- 
figkeitsmatrix KS, 

CHOL1 Fl = KE F2 = LT 

Es wird die obere Dreiecksmatrix L 
K® =L ET berechnet. 

CHOL3 Fl=LT 

Es wird die Inverse Rz. berechnet. 
MULT Fl = KG F2 = LT F3 = KGLT 
TRMULT Fl = LT F2 = KGLT F3 =KS 
Es wird K = L’! K9 (17!) nach Gleichung (12.43) gebildet. 
LOAD Fi=1 N =1 N2 = 18 


T der Zerlegung von 


Es folgen 13 Einsen zur Erzeugung der Einheitsmatrix, 
EIGEN RL '=.iKS F2 = 1 F3 = RS F4 = LAMS N1=2 
Es werden die beiden größten Eigenwerte A und die zugehöri- 
gen Eigenvektoren r berechnet. 
INVEL Fi = LAMS SCALE Fi =LAMS S1=-1 
PRINT Fi = LAMS 
Die beiden kleinsten Eigenwerte X werden berechnet und aus- 
gegeben: 

A, = 5990,57 kN und An = 17594,36 KN. 


TRANS Fl=RS F2 = RST 
MULT Fl=LT F2 = RST F3 =R 
PRINT Fi=R 


12.6 Die Bedeutung der Eigenvektoren 


Die Eigenvektoren r werden ermittelt und ausgegeben: 


0,500-10”? 
-0,302.10”° 
-0,217.10”? 

0,502.10”? 

0,160.10”'% 
-0,202:10”2 


0,302-.10”* 
-0,217:10”? 
Zı/2 = | 0,111-10” 
-0,425.10”* 
-0,159.10°? 

0,111.10”! 

0,313. 10” 1% 
-0,129.10"2 

0,111-10”! 

0,0250 
-0,159.10”? 


In Bild 12.17 
stellt, 


sind die 


%ı = 5990,57. kN 


Bild 12.17 Qualitative Knickfiguren 


-0,192.10”2 
-0,178.10”* 


-0,197.10”2 
0,124.10"1% 
-0,468.107°_ 
-0,192.10”2 
0,178.10”* 
-0,269.10”? 


0,307.10”2 


0,305.10”? 
0,325.10”% 
-0,196-.10”? 


io = 17594,36 kN 
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Aufgaben: 


12.1 


12.2 


12.3 


Für die dargestellten Stabwerke ist die nichtlineare 
Knickdeterminante aufzustellen; der kritische Lastpa- 
rameter ist näherungsweise zu berechnen, 


IkN IkN 


=] j 


im “m 


4 Ei 


em um u m 3m —-— 3m — 


(a) Einhüftiger Rahmen (b) Stabsystem 


RR 
Systemgrößen für (a) und (b): I= 0,1-10 * m 


= 2 
A = 0,5-.10°’ m 


8 2: 
E = 2,1-10 kN/m 


Für beide Systeme ist eine obere Schranke anzugeben. 
Für das dargestellte Stabwerk ist die kritische Bela- 
stung mit der geometrischen Steifigkeitsmatrix zu be- 
rechnen. 


Systemwerte: 


p4 


vr 
2 
L 


[07 
w 

N 

m 
- 
- 

d> 
w 

Lil 

» [ww 


Das Ergebnis ist El,-fach für £ = 1 darzustellen. Wie 
wird die Knicklast durch den Fachwerkstab beeinflußt? 
Der Rechengang für das Beispiel 12.4 ist in Form eines 
Fiußdiagrammes darzustellen. 
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13 Nichtlineare Verformungen ebener Stabwerke 
im elastischen Bereich 


Der Stabilitätsberechnung von Stabwerken wurde lange Zeit 
eine große praktische Bedeutung zugemessen. Insbesondere im 
Stahlbau wurden Tragwerke fast nur mit einer Spannungsbe- 
rechnung (kleine Verformungen) und einer zusätzlichen Sta- 
bilitätsberechnung nachgewiesen. Die Annahmen, die einer 
Stabilitätsberechnung (Kapitel 12) zugrunde liegen, werden 
Jedoch in der Praxis nur in grober Näherung erfüllt: 

- es treten große Verformungen mit Kräfteumlagerungen 

auf, 
- die Stabachsen sind nicht ideal gerade, die Stäbe be- 
sitzen Vorverformungen und Sonstige Imperfektionen. 

Man ist deshalb in vielen Bereichen des konstruktiven Inge- 
nieurbaus dazu übergegangen, den Einfluß der Verformungen 
auf das Gleichgewicht der inneren Kräfte zu berücksichti- 
gen. 
Die Berechnungsmethoden, die wir in diesem Kapitel darstel- 
len, können z.T. auch auf nicht konservative Belastung 
übertragen werden, Dies erfordert jedoch zusätzliche Über- 
legungen, auf die wir hier nicht eingehen können /40/. Wir 
setzen damit für alle folgenden Abschnitte konservative Be- 
Lastung (Bild 12.3) voraus, 


13.1 Nichtlineares Verformungsverhalten 
TE EN RE IR ELISE IRRE 


Für das Verständnis der Annahmen, die den folgenden Ab- 
schnitten zugrunde liegen, ist es erforderlich, das nicht- 
lineare Verformungsverhalten eines Stabwerkes genauer zu 
betrachten. Wir wählen hierzu ein Beispiel. 

In Bild 13.1 ist ein leichter Hallenbinder mit einem typi- 
schen Lastfall skizziert. Das System wurde mit einer Norm- 
belastung in Stahl (St 37) bemessen; für eine A-fache Norm- 
belastung ist das Verformungsverhalten skizziert. 
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u Wind-und Schneelasten | 


1250m 


Lastfaktor A — 


Windlasten 


° Harızontalverschtebung Ö 


{al System {b) Last -Verformungsdiagramm 


Bild 13.1 Hallenbinder mit Kranbahn 


Gegenstand dieses Kapitels ist das nichtlinear-elastische 
Verformungsverhalten: Die Kurve "nle" wird an späterer 
Stelle für dieses System berechnet, Das linear-elastische 
Verformungsverhalten "le" ist eine tangentiale Approxima- 
tion von -"nle" im Koordinatenursprung, Bei einem für die 
Bemessung üblichen Lastfaktor X = 1,71 beträgt der nichtli- 
neare Verformungsanteil s, an der gesamten Verformung & ca, 
23 %. Die Zusatzmomente in den Rahmenecken, die durch ö, 
verursacht werden, besitzen dieselbe Größenordnung (ca, 
20 %). 

Für den Werkstoff Stahl unterscheidet sich die Proportiona- 
litätsgrenze von der Fließgrenze um etwa 20 %. Es ist des- 
halb damit zu rechnen, daß bei X = 1,71 bleibende (plasti- 
sche) Verformungen eintreten, 

Das weitere Verformungsverhalten unter Berücksichtigung der 
Plastizierung des Werkstoffes ist mit der Kurve "n1p" 
(nichtlinear-plastisch) angedeutet. Die Kurve "nip" wird 
durch "ip" begrenzt. Mit "ip" wird ein ideal-plastischer 
Grenzverformungszustand bezeichnet, Der Maximalwert von 
"ip" ist der Lastfaktor A für ideal-plastisches Werkstoff- 
verhalten (Traglast). Bei schlanken Tragwerken liegt die 
"Eulerlast" Ay der kritische Lastfaktor des Stabilitäts- 
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problemes, zwischen dem Bemessungsfaktor (X = 1,71) und dem 
Traglastfaktor An: Der Einfluß der einsetzenden plastischen 
Verformungen bei A = 1,71 wird durch eine Abminderung der 
zulässigen Spannungen im Nachweis berücksichtigt. 

Die Proportionalitätsgrenze besitzt also einen wesentlichen 
Einfluß auf das Verformungsverhalten: In einem realen Stab- 
werk liegt üblicherweise die Proportionalitätsgrenze Ras 
vgl. Bild 12.2) in der Nähe des Lastfaktors für den wir die 
Bemessung nachweisen (z.B. 1,71 in Bild 13.1). Die ideelle 
Knicklast Ar) muß immer größer sein als die Bemessungs- 
last, Die ideelle Knicklast nähert sich der Bemessungslast 
mit wachsender Schlankheit der Stäbe. Mit wachsender 
Schlankheit nehmen aber auch die Verformungen überpropor- 
tional zu, und die Berechnungsannahmen der Stabilitätstheo- 
rie werden damit insgesamt in Frage gestellt. Mit Bezug zu 
Bild 13.1 läßt sich feststellen, daß die nichtlineare Ver- 
formungsberechnung höchstens bis zum Erreichen der ideal- 
plastischen Grenzlastkurve "ip" (Punkt A) sinnvoll ist, Der 
Bereich A-B ist nur von theoretischer Bedeutung. 

Wir erkennen aus diesem Beispiel, daß jede Einteilung der 
Ursachen für nichtlineare Verformungen an sich schon eine 
Idealisierung darstellt. Für eine vereinfachte Berechnung 
unterscheidet man folgende Idealisierungen des nichtlinea- 
ren Tragwerksverhaltens: 

= Physikalische Nichtlinearität zur Beschreibung aller 
Einflüsse eines nichtlinearen Stoffgesetzes, 

- Geometrische Nichtlinearität zur Beschreibung aller 
Einflüsse, die sich aus einer nichtlinearen Verträg- 
lichkeitsbedingung der Verformungen und Verzerrungen 
ergeben und die - wie wir schon bei der elastischen 
Stabilität gesehen haben - auch die Gleichgewichtsbe- 
dingungen beeinflussen. 


Als physikalische Nichtlinearität wird üblicherweise das 
plastische Werkstoffverhalten bezeichnet. Im plastischen 
Werkstoffbereich existiert keine eindeutige Zuordnung zwi- 
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schen den Spannungen o und den Dehnungen e (Bild 13.2). Mit 
phänomenologisch begründeten Stoffgesetzen können zwar auch 
physikalisch nichtlineare Probleme gelüst werden (/52/, 
/81/), die Gültigkeitsgrenzen solcher Lösungen lassen sich 
jedoch nur dann richtig einschätzen, wenn die Grundlagen 
der Plastizitätstheorie /68/ bekannt sind, 


[3 g 


\ 
{ 
! f 
! ı 
\ j 
N 

0 € be {6} © 


E 


€ € 
(a) nichtlinearer Werkstoff (b) plastischer Werkstoff 


Bild 13.2 Physikalisch nichtlineares Werkstoffverhalten 


Eine Einführung in die Grundlagen würde den Rahmen dieser 
Darstellung sprengen; die Rechenmethoden im plastischen 
Werkstoffbereich würden eine zusätzliche Vertiefung der nu- 
merischen Mathematik erfordern. Aus diesen Gründen behalten 
wir auch im folgenden die Annahme der unbeschränkten Gül- 
tigkeit des Hooke'schen Gesetzes bei. 

Die Berechnung von Stabwerken im geometrisch nichtlinearen 
Bereich erfordert weitere Einschränkungen, die im folgenden 
Abschnitt näher dargestellt sind. 


13.2 Grundlagen der geometrisch nichtlinearen Berechnung 


Bei der Ableitung der nichtlinearen Steifigkeitsmatrix (Ab- 
schnitt 12.2) haben wir erstmals die Annahme infinitesima- 
ler Formänderungen verlassen: Die Annahmen der elementaren 
Balkentheorie wurden dort indirekt verletzt und zwar durch 
die Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen in einem 
"Nachbarzustand" mit endlichen Verformungen jedoch unter 
Beibehaltung der grundlegenden Differentialgleichungen des 
Balkenelementes mit infinitesimalen Formänderungen. 
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Da wir Stabwerke mit endlichen Verformungen nur über Nach- 
barzustände durch Linearisierung berechnen können, müssen 
zunächst die oben genannten Vernachlässigungen bei der Ab- 
leitung des ersten Nachbarzustandes näher untersucht wer- 
den. Hierfür müssen wir die Formänderungen, die zu dem 
Nachbarzustand führen, exakt beschreiben. 


z rformt 
xy22 varf 


% 


unver formt 


Bild 13.3 Allgemeiner Verformungszustand 


Die Dehnungen eines Stabes werden in der Balkentheorie als 
relative Längenänderungen definiert: Die Dehnung in einem 
Punkt P(x) auf einer zu (X3,X3) parallelen Ebene in Rich- 
tung der x]-Achse ist: 
dL - de 
eu. E81] = m——., (13.1) 
a di 

Die Dehnungen können als Ableitungen einer Verschiebungs- 
funktion dargestellt werden: 


aWı 


€ıı Fan aa (13:2) 


wı(x) ist die Komponente des Verschiebungsfeldes w in Rich- 
tung von %,). Mir haben hierbei von der Indexschreibweise 
Gebrauch gemacht: alle Indizes verweisen auf die Indizes 
der Koordinatenachsen (xı = X, X2 = Y, %3 = Z). Ein Komma 
kennzeichnet einen Differentialausdruck, z.B. ist 
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Zusätzlich wird die Summenvereinbarung eingeführt: Zwei 
gleiche Indizes in einem Produkt werden als Summe über den 
Bereich (1,2,3) der Indizes aufgefaßt, z.B. ist 
3 
dj b; = 22%; b; = a,ı bı + a2 b2 + a,5b;.. 

j=l 
Die Dehnungen nach (13.1) und (13.2) sind Grundlage der 
elementaren Balkentheorie und gelten nur für kleine Formän- 
derungen, Der benachbarte Verformungszustand wird durch den 
nichtlinearen Verzerrungstensor beschrieben (Lagrange'scher 
Verzerrungstensor /80/): 


ij ® wi + w;.,)/2 Te w,j/? . 13.3) 


linearer, i quadratischer Anteil 


Unter Beachtung der Indexschreibweise erhält man z.B. für 


2 2 2 
awı 1 aWwı oWn Wa 
erere e n 


Die Verformungen w, = Us Wa = W, und w3 = w, sind in Bezug 
auf die Koordinaten des Ausgangszustandes (x) gegeben. 

Die linearen Anteile von (13.3) sind aus der linearen Ela- 
stizitätstheorie bekannt (vgl. (13.2)); die Dehnungsanteile 
sind Eij für i = j, die doppelten Verzerrungsanteile eij 
für i # j sind die Gleitungen /39/. 

Mit diesen grundlegenden Verzerrungsbeziehungen werden wir 
im folgenden näherungsweise den benachbarten Verformungszu- 
stand von Stabelementen beschreiben. 

Zunächst erinnern wir jedoch an einige Grundlagen der Me- 
chanik: 

Für einen elastischen Körper unter statischer Belastung be- 
rechnet man die Verzerrungsenergie zu /80/: 


© 
U = {I %j de; } av. (13.5) 
v. . 
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25 sind die Komponenten des Spannungstensors (i,j = 152,3) 
und V ist das Volumen des Körpers. U ist gleich der mecha- 
nischen Arbeit Yes die durch die Belastung an den Verfor- 
mungen des Körpers geleistet wird. 

Den Spannungen sind über das Elastizitätsgesetz eindeutig 
die Dehnungen zugeordnet. Daraus folgt, daß die Verzer- 
rungsenergie für elastische Körper allein in den Dehnungen 
darstellbar ist, 

Die Dehnungen sind ihrerseits aus der Verschiebungsfunktion 
w abgeleitet (13.3), Wenn die Verschiebungsfunktion bis auf 
Freiwerte (Stützstellen) bekannt ist oder approximiert wer- 
den kann, dann kann auch die Verzerrungsenergie als Funk- 
tion dieser Freiwerte dargestellt werden, 

Dieser Gedanke ist von zentraler Bedeutung, und wir erläu- 
tern ihn deshalb an einem Beispiel, 


Beispiel 13.1: 
Berechnung der Verzerrungsenergie für einen Stab mit einer 
Verschiebungsfunktion 


(v2 = w3 = 0). 


Es handelt sich um einachsige Dehnungen. Für die lineare 
Dehnung nach (13.2) erhält man: 


eıı = 2a +b,. 
Für einen linear elastischen Werkstoff gilt: 
o17=Eeıı 


mit E als Elastizitätsmodul. 
Damit erhält man nach (13.5): 


ei 
vll ee den}ar. 


V 
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Dies ergibt: 2 

DE Re 
24 


Für einen Stab mit konstantem Querschnitt A und der Länge £ 
erhält man: 


2 
U- ER [(2ar +) dx 
0 


2.3 2 
(4at /3 + 2abL” + b £)EA/2 . 


Damit ist U als Funktion der Freiwerte a, b und c gegeben. 
Diese Freiwerte sind Stützstellen der Verschiebungsfunktion 
(Bild 13.4). 


(ad w, Ib) w, u, 


Parabel Parabel 


4 x E } 


xı 


4 
2 


Bild 13.4 Verallgemeinerte Verschiebungen 


Stützstellen einer Verschiebungsfunktion bezeichnet man üb- 
licherweise als verallgemeinerte Verschiebungen. Es können 
irgendwelche Bestimmungsgrößen einer Verschiebungsfunktion 
sein, so z.B. auch Verdrehungen wie in Bild 13.4 (b) darge- 
stellt. Die korrespondierenden Kräfte bezeichnet man als 
verallgemeinerte Kräfte. 

Für den in Bild 13.4 gezeigten Fall könnten die Freiwerte 
a, b und c in U,, U, und Ug ausgedrückt werden, so ist z.B. 


u = wı(0) 


Mit diesen Bezeichnungen können wir einen wesentlichen Satz 
der Elastizitätstheorie formulieren /8/. 


Satz 13.1 (Erster Satz von Castigliano): Wenn die Verzer- 
rungsenergie eines elastischen Körpers als Funktion verall- 
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gemeinerter Verschiebungen u, dargestellt werden kann, dann 
ist die erste partielle Ableitung der Verzerrungsenergie 
nach jeder verallgemeinerten Verschiebung gleich der kor- 
respondierenden verallgemeinerten Kraft (5,9: 


Er (13.6) 


Der zweite Satz von Castigliano gilt nur für ein elasti- 
sches Stoffgesetz:; 


Wir werden im folgenden nur vom ersten Satz von Castigliano 
Gebrauch machen. 

Damit sind alle Grundlagen bekannt, die für die folgenden 
Ableitungen benötigt werden. 
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Fachwerkelementes 


Wir betrachten ein ebenes Fachwerkelement (Bild 13.5) in 
seiner unverformten Ausgangslage und in einem verformten 
Nachbarzustand. 


Bent 


Verschiebungskomponenten: 


{ unver formt IE 


= Zu, Ul, rer uUy 


e Querschnittsfläche: 


A = const. 


m 


Bild 13.5 Fachwerkelement 


Neben den üblichen Idealisierungen für ein Fachwerkelement 
gehen wir von folgenden Annahmen aus: 
(1) Die Ableitung VURDEN der Verschiebungsfunktion u, nach x 
’ 
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(2) 


(3) 
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ist klein gegen 1, so daß gilt: 


du . 
(—) =, (13.7) 


dx 


Die dritten und höheren Potenzen von Wx sind ver- 
nachlässigbar klein, 

Die Druckbelastung eines Stabes liegt unterhalb der 
Eulerlast. Auf diese Annahme werden wir bei der Be- 
rechnung zurückkommen: Sie ist immer nachzuprüfen. 


Mit diesen Annahmen ergibt sich aus (13.4): 


Die 


du dw 
wert). (13.8) 
dx 2.80% 


Dehnung Exx kann (Bild 13.5) durch die verallgemeiner- 


ten Verschiebungen U), ..., U, dargestellt werden: 


Damit ist 


22 er 
u,=u + ans x 
= u-u_ 
und w, = uz + x 
L 
du, [ Us = U 
dx £ 
ex " (13.9) 
dw, U, = U 
und —- = —— . 
dx £ 
Für die Normalspannungen Syy gilt das Hooke'sche Gesetz: 
ou ® E Eyy 


Man erhält für die Verzerrungsenergie: 


2 
Veit ir, 
av 
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Durch Einsetzen von (13,9) in (13.8) und unter Beachtung 
der zweiten Annahme ergibt sich: 


EA,—2 u — —_2 EA u —_2 
= — (U -2UjUg+tU3) + —— (u3-U))(U2-2UzuyrU,) . (13.10) 
22 222 


Dies läßt sich weiter vereinfachen: Die Spannungen 9,, sind 


konstant im Stabquerschnitt; für die Normalkraft Fi (Fy>0: 
Zug) gilt deshalb unter Vernachlässigung des zweiten Terms 
von (13,8): 


I 

Qa 
R 

m 


Fi 
A 


ti3, 10) 


oder Fi = 2 z; -U) 


Durch Einsetzen in (13.10) erhält man damit die Verzer- 
rungsenergie: 


ER._2 ie Ei2? EEFRRBER FUN, 
U= —(u] = ZuyUüg Ep Ua) + — (Ua = ZUzuy # uy) . (13.12) 
22 2L 


Zur Berechnung einer Steifigkeitsrelation wenden wir den 
ersten Satz von Castigliano an und erhalten: 


5, 10-10 0 


0 ) 
TEN ER: FR [oO 1ı0-1 
0 0 


5; & 1% 1% £ 0 0 
5. 00 00 o-10 1 
lineare geometrische 


Steifigkeitsmatrix (lokale Koordinaten) 


Die Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich aus zwei Einzelma- 
trizen zusammen; die erste ist unabhängig vom benachbarten 
Verformungszustand. In globalen Koordinaten ist es die Zi- 
neare Steifigkeitsmatrix, die aus Kapitel 6 bekannt ist. 
Die zweite Matrix beschreibt durch die verformungsabhängige 
Normalkraft F, den benachbarten Verformungszustand, es ist 
die geometrische Steifigkeitsmatrix. 
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In globalen Koordinaten ergibt sich: 


2 8 2 


| 
2 
5 ce csl-c -cs s -esl-s cs u 
2| 2 2 | 2 
Sa ga |ES_ 5 Ires=s Fi |res c | cs -c Un 
[ER 3-2 7-7 le 
53 £ |ec -csıc cs Lt |-s c5,5 -cs Ug 
2, 2 2| 2 
Sy es -5s , cs Ss es -C cs cC Uy 
lineare geometrische 
Stelfigkeitsmatrix (globale Koordinaten) (13.14) 


mitc =cosao 


Rurgl/E; 
(z,72,)/8; n 


und s =sina 


13.4 Die geometrische Steifigkeitsmatrix des ebenen 


Stabelementes 


Wir betrachten ein ebenes Stabelement (Bild 13.6) in seiner 
unverformten Ausgangslage und in einem verformten Nachbar- 


een. x Bsiand. 


unverformt 


verformt 


i dw: 
positive Krümmung 38 >0 
37? 
cz LE a? e 
7 4 Fe alie 


(a) Stabelement (b) Biegewirkung 


Bild 13.6 Stabelement mit Biegeverformung 


Neben den üblichen Idealisierungen für ein Stabelement ge- 
hen wir von folgenden Annahmen aus: 
(1) Schubverformungen sind gegenüber Biegeverformungen 
vernachlässigbar klein, 
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(2) Im benachbarten Verformungszustand gilt für die Krüm- 
mung (Bild 13.6 (b)): 


Ar 
\z r 
—_ W 
iz Er 2 (13.15) 
e dw,,2,3/2  d%2 
el 
dx 


Dies folgt im wesentlichen aus der weiterhin gültigen 
Annahme (2) von Abschnitt 13.3 (ebenes Fachwerkele- 
ment). 

(3) Die Ableitungen N der Verschiebungsfunktion nach % 
sind klein gegen 1, so daß gilt: 


PaBs. 
u 
(—) 0, 
dx 


Mit diesen Annahmen ergibt sich für die Dehnung: 


d dawn d” 

u W w 

Eyx -— +1) - z(—) (13.16) 
dx 2 YdX dx2 
Dehnungsanteil Biegeanteil 


Der Biegeanteil ist aus der elementaren Balkentheorie be- 
kannt: Eine positive Krümmung (Bild 13.6 (b)) bewirkt eine 
Dehnung (e,, > 0) für Z < 0 und eine Stauchung (le, 8) 
für zZ > 0. Die Dehnungen sind linear über den Querschnitt 
verteilt (Bernoulli-Hypothese vom Ebenbleiben der Quer- 
schnitte, /39/) und man erhält den in (13.16) angegebenen 
Biegeanteil, 

Als Näherungsansätze für den Verschiebungszustand wählen 
wir die Lösungen der linearen Theorie, wie man sie für ein 
unbelastetes Stabelement erhält: 


u = a, + a,x ’ 
= = = 
und ws b, + bıX + B5% + b3X (13.17) 
mit a b. = const. 
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Mit diesen Ansätzen kann die Verformung eines unbelasteten 
Stabelementes mit kleinen Verformungen exakt bestimmt wer- 
den, d.h. in einem unbelasteten Stabelement im Gesamttrag- 
werk sind die Verschiebungen in Richtung der Stabachse im- 
mer lineare und senkrecht zur Stabachse immer kubische 
Funktionen der Koordinate x. 

Mit den in Bild 13.6 (a) angegebenen Stützstellen als Rand- 
bedingungen erhält man die Bestimmungsgleichungen für die 
Konstanten in (13.17): 


u = u,(0) Sa; 

u, : u,(t) = a, + aıks 

U, 8 WEtDy= be 

& 2 

us = w,(k) Sb, +bit rbik +b3l , (13.18) 
dw_(0) 

ea e, 
dx 

= dw,(£) 2 

ug E 0 = -b5 - 2b5L - Ibzt Fi 
dx 


Es sind dies sechs Gleichungen für sechs Unbekannte. Das 
zugrunde liegende Randwertproblem ist vollständig, und wir 
können nach den verallgemeinerten Verschiebungen (Stabend- 
verformungen) auflösen: 


a, = u Pi 
uU - U 
de 
£ 
be Us. 
° (13.19) 
bı = u, 


ba BU, WE a Da TE, 


= == 3 = En 
Berne Sr 
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Die Ansätze (13.17) werden in Abhängigkeit von U, angege- 
ben; zugleich können auch die Dehnungen nach (13.16) von u, 
abhängig dargestellt werden. Wie im vorhergehenden Ab- 
schnitt ist die Verzerrungsenergie 


2 

Bee 
ay xx 

zu berechnen, 


Mit dV = dA dx und dA = dy dz erhält man: 
ve 2 4 2 
du de W du W 
Kl ur 1a) - 
Ku dx dx dx 
es 
W W 
een) z .—Y—) ]er iR. (13.20) 
dx2 ‘ax dx ‘dx 


Wir haben vorausgesetzt, daß die X-Achse im Schwerpunkt des 
Stabquerschnittes liegt. Daraus folgt: 


ge 
2 


TE (13.21) 
A 


Es ist dies die Definitionsgleichung des Schwerpunktes der 
Fläche A. Damit und mit Vernachlässigung der dritten und 
höheren Potenzen von w erhält man: 


Z,X 
v-& je « + 2) ir + 2a (eye Fe 
29 dx 209 dx? 2 9.dx dk (13.22) 


Die Integrale können mit (13.17) und (13.19) in u, darge- 
stellt werden. Nach längerer Rechnung ergibt sich: 


2 
= 2 2 
U = Ale - 2uıu, + u) + 2 (u, - u) + en; + Su; 
et £ 15 5 
3 
+ 2); - ul; - Inu: - u + sl - Ele 
15 10 5 10 10 30 


2EI 5 
+ 2 7,0 )| + me + fa U; + 305 + [aa % - 3LUzUg 
nr : 2 


" 6uzus =” 3LU2Ug + 3LUzUs + 7, + 3LUsUg) . (13.23) 
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Wie beim Fachwerkelement soll auch hier (13.11) gelten: 


EA 


Fi =— (u - U) 
£ 
Damit berechnet man die Steifigkeitsbeziehung nach dem er- 
sten Satz von Castigliano (Satz 13.1) zu (ebenes Stabele- 
ment): 
fi 2 ! 2 \ je 
5, X oo oe Hr 0 ol oo oloo ol | 
'y 3 6 -1 | -6 -ı1| I- 
5 ı2 -s2 ! oo -ı2 -62| |T zz. 2 = Ur 
92 | - 2 ol 5 
) 
= 2 | 22 1 =-£ - 
1 4£ 62 22 u = I <- — ug 
ee =-4-3-2-7- en s,_.0 
5, 23 ı AZ 0 0 IR ‚vo0o0 uU 
By ea 
55 symmetrisch 12 621 |ü; symmetrisch ro Us 
3 ei, = % 
Ei 
lineare geometrische 
Steifigkeitsmatrix (13.24) 


Die geometrische Steifigkeitsmatrix des ebenen Stabelemen- 
tes in globalen Koordinaten ergibt sich zu: 


2 2 
365 -36c5 3s5L I.36s 36c5 352 


36C -3c£ ı 36c5 ib” -3ck 

u I -se_ se 
er y} 1 365” -36cs -3s2 
symmetrisch 366° I3ctk 

4 


c=c0osSsa= (rz)/t, 

s=sina = (2,"2,)/8, . 
In Abschnitt 6.2 wurde die zugehörige lineare Steifigkeits- 
matrix kL = K bestimmt. 
Für den benachbarten Verformungszustand sind damit die 
Steifigkeitsmatrizen bekannt. 
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An dieser Stelle ist ein Vergleich mit Gleichung (12.36) 
interessant: In Abschnitt 12.4 haben wir dieselbe geome- 
trische Steifigkeitsmatrix durch eine Linearisierung der 
nichtlinearen Verformungsbeziehungen des Stabelementes ab- 
geleitet. Bei der Ableitung wurde dort von den Gleichge- 
wichtsbedingungen im Nachbarzustand ausgegangen, und die 
Gültigkeit der Differentialgleichung des Balkens 

d’w,/aR” = M/EL, 
wurde vorausgesetzt. 
In diesem Abschnitt wurde hingegen von großen Dehnungen und 
Verformungen ausgegangen. Die Dehnungen wurden hier aus dem 
Lagrange'schen Verzerrungstensor abgeleitet, die Verformun- 
gen wurden in Übereinstimmung mit der Differentialgleichung 
des Balkens gewählt, 
Die geometrische Steifigkeitsmatrix wurde im ersten Fall 
durch einen Grenzübergang erhalten, in der vorliegenden Ab- 
leitung haben wir den ersten Satz von Castigliano verwen- 
det. 
Die Ergebnisse beider Ableitungen sind identisch; es zeigt 
sich also, daß die Annahmen und Vernachlässigungen in bei- 
den Fällen die gleichen sind. Die Ableitung der geometri- 
schen Steifigkeitsmatrizen aus der Verzerrungsenergie mit 
Hilfe des Satzes von Castigliano ist zweifelsohne der ein- 
fachere Weg, dem heute allgemein der Vorzug gegeben wird. 
Wir haben jedoch hier den ersten Weg vollständig darge- 
stellt, um die Identität beider Methoden zu verdeutlichen, 
hauptsächlich aber auch, um die Stabilitätsberechnung in 
linearisierter Form darstellen zu können, 


13,5 Das Newton'sche Verfahren als Grundlage der 
Br en Ep re r e Fe NETT er ranae Een Dar Dr Bay Sr rer 
iterativen Lösung 


Bei der Lösung von Stabilitätsproblemen sind wir davon aus- 
gegangen, daß die Knotenlasten lineare Funktionen des Pro- 
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portionalitätsfaktor A sind (Abschnitt 12.1); mit der zu- 
sätzlichen Annahme, daß die Schnittgrößen bis zum Erreichen 
der kritischen Belastung linear von den Verformungen abhän- 
gen (kleine Verformungen), ergab sich die Stabilitätsglei- 
chung (12,3): 

KOE)L= AR. 


Bei nichtlinearen Verformungen müssen wir diese Annahmen 
verlassen, Zur prinzipiellen Darstellung des Lösungsweges 
nehmen wir an, die "Gleichgewichtsbedingungen" seien als 
ein System n nichtlinearer Gleichungen in rel r!s] gege- 
ben. 


SI) =R mit gg, (13.25) 


Die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung r kann im all- 
gemeinen nicht gezeigt werden; mit intuitiven, ingenieurmä- 
Big begründeten Annahmen gelingt es jedoch, konvergente 
Iterationsverfahren abzuleiten, die das mechanische Problem 
genügend genau erfassen. 

Diese Iterationsverfahren werden aus dem Newton'schen Ver- 
fahren zur Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme abgelei- 
tet. Wir betrachten die i-te Gleichung von (13.25): 


a. iR, ee (13.26) 


Für das Newton'sche Iterationsverfahren muß die Jakobi-Ma- 
trix /14/ in einem Ausgangszustand Ir berechnet werden. Die 
Jakobi-Matrix ist der Gradient von g: 


2 ag(r”) 
ee 
ar 
39, 
mit ..=2— , i,j >=: 132, ...hN,. (13,27) 
3J B 
er, 


In einer Umgebung von 2 gilt (Taylorreihe): 


gir”sar) = gr”) +UV or =R. (13.28) 
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Ersetzt man ar durch Differenzen 


ar =sıar = nl -r 


v 


dann ergibt Sich die Iterationsgleichung nach Neuvton-Raph- 
son: 

"rar get) ru’ (13.29) 

oder Ra gie” = u rY a gP p°*t, (13.30) 


Bei der iterativen Berechnung von Tragwerken ist vorausge- 
setzt, daß der Ausgangszustand rY die Gleichgewichtsbedin- 
gung (13.25) für eine gegebene Belastung rk erfüllt und 
eindeutig ist. 
Die Iteration nach (13.30) ist aufwendig: In jedem Schritt 
muB die Matrix J neu berechnet und ein lineares Gleichungs- 
system (13.30) gelöst werden. Eine idealisierte qualitative 
Darstellung des Iterationsverlaufes ist für ein System mit 
nur einem Freiheitsgrad in Bild 13.7 (a) gegeben. 
Im ersten Fall (Bild 13.7 (a)) wird bei jeder Iteration 
eine neue Tangentialapproximation J berechnet. Im zweiten 
Fall hingegen wird die Tangentialapproximation von J solan- 
ge beibehalten, bis der Zuwachs von r kleiner als eine vor- 
gegebene Schranke e, wird, R 
Im mehrdimensionalen Fall wird e, mit der Norm von r ver- 
glichen: 

Ir®*'- r’l<e 


En 13.31) 


Erst wenn diese Schranke erreicht ist, wird eine neue Tan- 
gentialmatrix (Jakobi-Matrix) berechnet. 

Dieses Verfahren wird oft als modifiziertes Newton-Raphson 
Verfahren bezeichnet, 

Im Fall (a) ist J in jedem Punkt (1-2-3- „..) zu berechnen, 
das Gleichungssystem (13.30) ist in jedem Punkt zu lösen, 
Im Fall (b) muß in jedem Punkt (1-2-3- ...) nur das Glei- 
chungssystem (13.30) gelöst werden, und es ergeben sich we- 
sentlich mehr Punkte. 
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Ei 


AR? AR! 

Rs 1 e L R’= i 
r°=0 r r r, R, 
a ee 1 — ar! = 

(a) Newton-Raphson Verfahren (b) modifiziertes Newton- 

p 


Raphson Verfahren 


Bild 13.7 Qualitative Darstellung des Newton-Raphson 


Verfahrens für proportionale Belastung 


Dafür ist jedoch 3) nur dann zu berechnen, wenn sich 


NE Dlice, 

ergibt. In der Anwendung auf Tragwerke wird man immer den 
zweiten Fall wählen, da die Berechnung von ge) sehr aufwen- 
dig ist. Für große Werte von e, gehen außerdem beide Fälle 
ineinander über. 

Numerische Schwierigkeiten treten dann auf, wenn det(J) 
sehr klein wird. Dies entspricht im eindimensionalen Fall 
einer horizontalen Tangente (Bild 13.8 (a)). Das Glei- 
chungssystem (13.30) besitzt hierfür keine eindeutige Lö- 
sung; die Verformungen r nehmen bei konstanter Belastung 
zu. Solche Fälle werden im allgemeinen schon durch die For- 
derung ausgeschlossen, daß der Werkstoff im linear-elasti- 
schen Bereich bleiben muß (Bild 13.1 (b)). 

Einen Sonderfall stellen die Durehschlagprobleme (Bild 13.8 
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(b}) dar. Bei diesen Problemen wird eine horizontale Tan- 
gente (Punkt a) erreicht, das Tragwerk ändert seine Geo- 
metrie und erreicht wieder eine stabile Nachbarlage. Für 
die Berechnung dieser Probleme sind zusätzliche Überlegun- 
gen erforderlich, auf die wir hier nicht eingehen können, 


horizontale Tangente 


g 
Fe n 


ER 


{a} unbestimmte Verformungen (b) Durchschlagproblem 


Bild 13.8 Sonderfälle der iterativen Berechnung 


Wir beschränken uns deshalb auf die Verformungsbereiche, 
für die eine eineindeutige Zuordnung von Last und Verfor- 
mung existiert (Bild 13.8 (a): 0 bis (@) und (b): 0 bis 


DO). 


Die Anwendung der vollständigen Iteration nach (13.30) zei- 
gen wir mit einem einfachen Beispiel (Bild 13,9, siehe auch 
/45/, Seite 158). 


Beispiel 13.2: 

An einem Stab-Federsystem wird das Newton Verfahren mit ei- 
ner genauen Lösung verglichen (Bild 13.9). 

Das Gleichgewicht in Knoten A erhält man zu: 


-3- Fısina+3aR=0. (i) 
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S (Gleichgewicht) 
= 
[3 
R.r 
Federsteifigkeit Ek Zu 
(a) unverformtes System (b) verformtes System 


Bild 13,9 Stab-Federsystem 


Die Feder besitzt die Federsteifigkeit Ek, es ist: 
S=(Ek)r. 
Für die Stabkraft gilt (vgl. (13.1)): 


Fı = Eat /L - 1). 


Mit k/k’ = cosa, 
a ee een 
Ytan2a + 1 Vtan?a + 1 
tan a = r/£ 


erhält man aus (i): 


-Ek r = EA (Verse’ es ı) r/k +R=0 
Virse)? + 1 


oder: 


Erle? + 1 = 1) 
Y2+1 


Damit ist die genaue Lösung R{p) bekannt; sie ist in Bild 
13.10 dargestellt. 


R=Ek£p + p mitp = r/L . (ii) 
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0,50 


0.20 


“ ilerahve 
Lösung 


[= 
D8} 
S 


Verformung 


0 0,20 0.0 0,50 0,80 1.00 


—- 
Belostung R 


Bild 13.10 Lastverformungsdiagramm 


Zum Vergleich zeigen wir eine iterative Lösung nach 
(13.30). Hierzu gehen wir von den folgenden Gleichungen 
aus: 
gg: Eklo + — FR 
yp2 +1 j 
g3: EA(Yo2 +1 - 1) - F},=0. 


Es wird die Jakobi-Matrix berechnet: 


(iii) 


991 Pr 
sg m Eklr co? a 1)? , 
391 
Jıa 2 — = & ’ 
af, ep? +1 
J 992 5 EA 
a u u 
992 
Joa = —=-1l. 
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Ausgehend von op = O und AR = 0,2 kann man damit die Lösung 
auf iterativem Wege nach (13.30) berechnen. 

Die Ergebnisse der exakten und iterativen Lösung sind in 
Bild 13.10 gegenübergestellt. 

In der Anwendung auf statisch unbestimmte Stabwerke sind 
die Gleichungen g; üblicherweise komplizierter als im vor- 
liegenden Fall. Die Schnittgrößen (Stabendkräfte) sind üb- 
licherweise implizite Funktionen der Verformungen, 


13.6 Schnittgrößen- und Verformungsiteration 


Im folgenden wird die Anwendung des Newton-Raphson Verfah- 
rens bei der Berechnung von Stabwerken gezeigt. 

Wir betrachten ein Stabwerk mit vorgegebener Belastung R". 
Gesucht sind die R" zugeordneten Knotenverformungen En und 
die Stabendkräfte Sl, Wenn diese Vektoren bekannt sind, 
können die Zustandslinien (siehe Abschnitt 4.8) und die 
Verformungen (siehe Abschnitt 5.4) mit den bekannten Ver- 
fahren berechnet werden. Auf die diesbezüglichen Berechnun- 
gen werden wir hier, um Wiederholungen zu vermeiden, nicht 


M und 


eingehen; wir beschränken uns auf die Berechnung von r 
Sn Das Superpositionsprinzip (Satz 6.1) verliert seine 
Gültigkeit im nichtlinearen Bereich: 

Die Belastung muß ausgehend von einem unbelasteten Zustand 
eindeutig in Parameterform gegeben sein, so z.B. mit x als 
Lastparameter der i-ten Lastkomponente als: 


SSR, 


Ein Sonderfall einer solchen Parameterbelastung ist die 
proportionale Belastung, wie wir sie bei der Behandlung von 
Stabilitätsproblemen vorausgesetzt haben. Wir bezeichnen 
R{i) als "Belastungsgeschichte" und identifizieren damit X 
als Zeitfaktor einer quasi-statischen Belastung (Bild 
13.11); 

Üblicherweise ist die Belastungsgeschichte durch Lastinkre- 
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R, 


Lastvektoren: 

RR.) 1 Rılaı) 
IR. ı= 

Rz(?ı) 

R,0N) ak RılaL) 

” Rz(A,) 


Belasiungsgeschichte 
I 


aa RA, } RA OR 
Bild 13.11 Belastungsgeschichte eines Tragwerkes 


mit zwei Lastkomponenten 


mente gegeben: 


o 


0 (unbelasteter Zustand) , 


1 


1 

R=Rd rar 

RK RKU, rk 

Le ee (13.32) 


Für die folgende Berechnung nehmen wir an, daß die Bela- 
stungsgeschichte durch Lastinkremente gegeben ist, Die Grö- 
Be eines Lastinkrementes ist gegeben durch die Norm: 


lar [= Yar'ar . (18.33) 


Wir setzen voraus, daß die Lastinkremente so klein gewählt 
werden, daß zwischen den einzelnen Lastschritten ak und 
Te eine eindeutige Zuordnung der Last R und der Verfor- 
mung r existiert. Diese Voraussetzung kann nur durch Ver- 
gleichsberechnungen mit kleineren Schrittweiten und durch 
die ingenieurmäßige Beurteilung einer Konstruktion über- 
prüft werden. 

Mit diesen grundlegenden Festlegungen bezüglich der Bela- 
stung, betrachten wir nun das Problem der iterativen Be- 
rechnung. 
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Mit 5, = F}, ergibt ein Vergleich von (13.24) 


Reale) EN), ri =lsel 


die Iterationsvorschrift für die Berechnung der Stabend- 
kräfte. Es ist: 
we zAk 


mr k,{5”) vn (13.34) 


(Sehnittgrößeniteration) 


Die Iteration für die Knotenverformungen ergibt sich aus 
den Ableitungen der geometrischen Steifigkeitsmatrix, Glei- 
chung (13.24) gilt für den unverformten Ausgangszustand, 
Für jeden Ausgangszustand mit den Verformungen r ist auch 
die elastische Steifigkeitsmatrix Ka abhängig von den Kno- 
tenverformungen, 


Für ein Fachwerkelement mit Verformungen r berechnet man 
z.B. die Länge £' im verformten Ausgangszustand zu (vgl. 
Bild 13.12): 


& = Vlingera) = rd)" + Dzytru) > (zytra)]” 


Die Steifigkeitsmatrix K.te) des verformten Ausgangszustan- 
des ist mit £' anstelle von £ (im unverformten Ausgangszu- 
stand) zu berechnen. 


Da sich die Geometrie des Tragwerkes mit jeder Änderung von 
3 ändert, muß eine Iteration über r durchgeführt werden. 
Wir kennzeichnen diese Iteration durch denselben Zeiger v: 


gvtl v+l 


a WeNG, (13.35) 


Die Stabendverformungen sind durch die Verträglichkeitsbe- 
dingung von dem benachbarten Verformungszustand we ab- 
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(a) unverformt (b) verformt 


Bild 13.12 Geometrie eines verformten Ausgangszustandes 


hängig; wir setzen deshalb: 


lt; (13.36) 


Für die Gleichgewichtsbedingungen gilt (vgl. (5.15)): 


Tin, (13.37) 


Hierbei ist ix die vorgegebene Laststufe, für welche die 


Iteration über v durchgeführt werden muß (k kennzeichnet 
also keine Iteration). 

Durch Umformung der Gleichungen (13.35) bis (13.37) erhält 
man (vgl. Weggrößenverfahren, Kapitel 6): 


Ken”) + KEY] nY*T = pk (13.38) 
mit. Kr’ ack.tet).g 
und KÜS) = C Ki”) cl. (13.39) 


Die Iteration über r’ bezeichnen wir als Verformungsitera- 

tion. 

Die Stabendkräfte ergeben sich mit (13.36) und (13.35) zu: 
a ee (13.40) 
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Analog zu (13.31) betrachten wir eine Iteration in einer 
Laststufe als konvergent, wenn die Fehlerschranke e er- 
reicht ist: 
Mer N - 5 
—[[ ee 


- 2 rn ; (13.41) 
IrYl Is”Il 


Mit der zuletzt erreichten Verformung ist eine Näherung für 
die Knotenverformung der Laststufe RX bekannt: 


ee (13.22) 
Mit den zuletzt erreichten Stabendkräften ist eine Näherung 
für die Stabendkräfte der Laststufe rk bekannt: 


Samuel, (13.43) 


Die Matrix des Gleichungssystemes (13.38) ist für eindeuti- 
ge Gleichgewichtslagen positiv definit: 


det. (Kr) 3 KÜS)) E 0% 
Ergibt sich deshalb im Laufe der Iteration 
det (K° + KI9) < 0, (13.44) 


dann gibt es für die Laststufe rk keine eindeutige Gleich- 
gewichtslage: Die Berechnung muß in diesem Fall ausgehend 
vom letzten Lastschritt enr-L, nk=!, ski) mit einem klei- 
neren Lastinkrement (üblicherweise 1/2 arK) wiederholt wer- 
den. Es ist also durchaus möglich, daß die Endbelastung R" 
der vorgegebenen Belastungsgeschichte nicht erreicht werden 
kann. Die letzte abgeschlossene Iteration ergibt in diesem 
Fall die (im Rahmen der getroffenen Annahmen) zulässige Be- 
lasetung. Damit ist die iterative Berechnung eines nichtli- 
nearen Stabwerkes vollständig beschrieben. In Bild 13.13 
ist ein Ablaufdiagramm der Berechnung dargestellt. 

Der numerische Aufwand für einen jeden Lastschritt ist im 
Vergleich zur linearen Berechnung sehr groß; üblicherweise 
werden für brauchbare Näherungen mindestens 10 - 20 Itera- 
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elastische Berechnung 


® 


KONTROLLE DER ANNAHMEN 
MARI < Epa 


ja 


Bild 13.13 Ablaufdiagramm der nichtlinearen Berechnung 


tionen benötigt. Es erscheint deshalb besonders wichtig, 
nochmals an die Voraussetzungen und Annahmen der Berechnung 
zu erinnern. Eine qualitative Beurteilung anhand der Ergeb- 
nisse ist zwar sinnvoll, aber äußerst unzuverlässig: Auch 
bei groben Fehlern ergibt sich meist eine "glatte" Kurve 
als Lastverformungsdiagramm. 

Es ist deswegen notwendig, in jedem Rechenprogramm Kon- 
trollberechnungen durchzuführen. Mit Bezug zum Ablaufdia- 
gramm (Bild 13.13) sind die wichtigsten Kontrollen im fol- 
genden zusammengestellt. 
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Zu Beginn der Berechnung wird geprüft, ob die erste Gesamt- 
steifigkeitsmatrix positiv definit ist. 


Zwischen den einzelnen Lastschritten wird geprüft, ob die 
Annahmen und Voraussetzungen der Berechnung noch erfüllt 
sind, Als Beispiel erinnern wir an die Annahme, daß Fach- 
werkstäbe nicht vor Erreichen der Endlast wie Eulerstäbe 
ausknicken oder unzulässige Verformungen auftreten. Es ist 
außerdem sinnvoll, in jedem Belastungsschritt die auftre- 
tenden Spannungen zu überprüfen. 


Für zwei Beispiele werden im folgenden die Ergebnisse mit 
der vollständigen Iteration dargestellt. 


Beispiel 13.3: 

Ein einseitig eingespannter Stab (Bild 13.14) mit Normal- 
und Querbelastung wird mit einer Unterteilung in 2, 4 und 8 
Elemente berechnet. 


In den Last-Verformungskurven sind die Ergebnisse aus Be- 
rechnungen mit linearen Elementen (nur Verformungsitera- 
tion) und mit nichtlinearen Elementen (Verformungs- und 
Schnittgrößeniteration) gegenübergestellt. 


Bei einer Verwendung der linearen Steifigkeitsmatrix wird 
die Steifigkeit des Systems überschätzt und somit die Last- 
Verformungskurve "von oben" angenähert. Durch die Gleich- 
setzung von Stabsehne £ und Bogenlänge s wird bei Verwen- 
dung des nichtlinearen Elementes die Steifigkeit unter- 
schätzt, die Normalkraft als zu groß angenommen und somit 
die Last-Verformungskurve "von unten" angenähert, Der Ein- 
fluß ist allerdings so gering, daß er in der Zeichnung 
nicht mehr darstellbar ist. 

Beide Einflüsse verschwinden, wenn die Elementeinteilung 
genügend klein gewählt wird. 
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{b) Last-Verformungskurven berechnet mit MESY 125/ 


Bild 13.14 Vergleichsberechnung eines Stabes mit 


Normal- und Querbelastung 


Beispiel 13,4: 


341 


Ein Fachwerk (Bild 13.15) wird für proportionale Belastung 


im geometrisch nichtlinearen Bereich berechnet. 
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Profile nach Profiltafeln: 


H (MSH: Mannesmann-Hohlprofile) 
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(b) Last-Verformungskurven 


Bild 13.15 Nichtiineare Berechnung eine: ı achwerkes 


13.7 Iterative Lösung mit Ersatzknotenlasten 


Die Iteration mit Ersatzknotenlasten ist im wesentlichen 


mit dem modifizierten Newton-Raphson Verfahren (Bild 13.7 
(b}) identisch: 


Die Verformungsberechnung (vgl. Ablaufdiagramm, Bild 13.13) 
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wird mit der elastischen Steifigkeitsmatrix Ke(rP = rK) so- 
lange fortgeführt, bis eine Fehlerschranke eg der Stabend- 
kräfte erreicht ist. Zusätzlich wird von der Annahme klei- 
ner Änderungen der geometrischen Steifigkeit ausgegangen; 
es wird angenommen, daß gilt: 


a ee (13.45) 
Damit folgt für die Verformungsberechnung mit Ersatzknoten- 
lasten (-K9 r’): 

Kerl ul Kar Vs (13.46) 


Die Stabendkräfte berechnet man wie im vorhergehenden Ab- 
schnitt aus: 


Se il k, n Kay] e re ö (13.47) 


Nach Erreichen der Fehlerschranke 


eg > Mal 
muß die Iteration mit der Steifigkeitsmatrix K*(r?*!er”*!) 
wiederholt werden bis auch die Fehlerschranke der Verfor- 


mungen 
ee | (13.48) 


erreicht ist. Die Iteration über p erfolgt für dieselbe 
Laststufe. Die Belastung wird erst dann erhöht, wenn die 
Fehlerschranken erreicht sind. 

In Bild 13.16 ist ein Ablaufdiagramm der modifizierten New- 
ton-Raphson Iteration dargestellt. Es ersetzt die Newton- 
Raphson Iteration, wie sie in Bild 13,13 angegeben ist, Die 
übr’gen Rechenschritte des Ablaufdiagrammes nach Bild 13.13 
bleiben erhalten. 

Die Iteration mit Ersatzknotenlasten kann zu erheblichen 
Einsparungen an Rechenzeit führen, insbesondere wenn die 
Verformungsänderungen in einem Lastschritt relativ klein 
sind, 
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Bild 13.16 (vgl. Bild 13.13) Iteration für das 


modifizierte Newton-Raphson Verfahren 


Die Ersparnis an Rechenzeit resultiert aus der vereinfach- 
ten Verformungsiteration. In jedem Iterationsschritt v ist 
ein Gleichungssystem mit unveränderter Matrix Keer zu 1ö- 
sen, Die Matrix Kr?) ist positiv definit und die Lösung 
erfolgt mit dem Cholesky-Verfahren. Hierbei ist eine Drei- 
eckszerlegung durchzuführen mit einem Rechenaufwand von der 
Größenordnung n für Kenne Mit dieser Dreieckszerlegung 
wird die Lösung des Gleichungssystemes durch Vorwärts-Rück- 
wärtseinsetzen (Rechenaufwand von der Ordnung n ) berech- 
net. Bei unveränderter Matrix, wie hier bei der Iteration 
mit Ersatzknotenlasten, entfällt in der zweiten und den 
folgenden Iterationen die Dreieckszerlegung von Ke(rP). 
Diese Dreieckszerlegung muß erst dann wieder durchgeführt 
werden, wenn rP geändert wird, 

Die Änderungen in r? bestimmen damit wesentlich die Effi- 
zienz der Iteration mit Ersatzknotenlasten. 

Im folgenden ist die Iteration an einem einfachen Beispiel 
dargestellt. 


Beispiel 13.5: 

Für einen eingespannten Einfeldrahmen mit der in Bild 13.17 
gezeigten Elementeinteilung wurde eine Vergleichsberechnung 
mit der Schnittgrößeniteration und der Iteration über Er- 
satzknotenlasten durchgeführt. Die Belastung ist proportio- 
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nal zu einem Lastparameter \. 
Die Ergebnisse der Berechnung sind in Bild 13.17 darge- 
stellt. 


TR44S 
CPU-tL5) 


{b) 


ia) 


1008 


Ersatzknotenlasten 


IPB 200 St 37 3 
2] 
Schnittgroßenteration 


m 
75 15 22,5 3  AkN) 
AIKN} AKN)k 
te} limearer Eigenwert 30,675 (d) Iınearer Eıgenwerl 30,675 
Ei ur u Eee Di 


Ersatzknotenlasten 


Schnittgrönen - 
ıteratıon 22.5 


Schnittgroßen - 
teratıon 


75 75 


r—— —— = E 
01 0.2 0.3 05 rm] 001 0.02 003 004 rim] 


Bild 13.17 Vergleich der Iterationsverfahren 


In Bild 13.17 (ce) ist die CPU-Zeit für jeden Lastschritt 
aufgetragen, Die Iteration mit Neuaufbau und Inversion der 
Steifigkeitsmatrix in jedem Lastschritt benötigt hierbei 
für einen Lastschritt nahezu die gleiche Rechenzeit; nur im 
Bereich großer Verformungszuwächse (X > 22,5) ist hier eine 
geringfügige Zunahme zu verzeichnen. Die Zeit, die für eine 
Iteration mit Ersatzknotenlasten benötigt wird, ist hinge- 
gen sehr stark von der Größe der Verformungszuwächse abhän- 
gig. Im Bereich großer Verformungszuwächse wird das Verfah- 
ren unwirtschaftlich. Im Bereich kleiner Verformungszuwäch- 
se (im Beispiel A < 20) kann die Iteration mit Ersatzkno- 
tenlasten auch weniger Zeit beanspruchen als die vollstän- 
dige Iteration. Vor allem bei Tragwerken mit vielen Elemen- 
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Bild 13.18 Leichter Hallenbinder 
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ten ist die Iteration mit Ersatzknotenlasten wirtschaftli- 
cher. 


Beispiel 13,6: 

Für einen leichten Hallenbinder mit Kranbahn werden die 
Verformungen und Zustandslinien ermittelt. Das Tragwerk ist 
mit seinen‘ wesentlichen Abmessungen in Bild 13.18 darge- 
stellt; die Bemessung ist einer ausgeführten Konstruktion 
entnommem, 

Die geometrisch nichtlineare Berechnung erfolgte über Er- 
satzknotenlasten, Der Hallenbinder ist für 3,5-fach gestei- 
gerte Lasten berechnet worden. Die Last wurde von 0,5 an in 
0,5-er Schritten gesteigert. Der lineare Eigenwert des Sy- 
stems ist 6,11. 

In Bild 13.18 (c) ist die Momentenlinie für A = 1 bei line- 
arer und in Bild 13.18 (e) die für ı = 3,5 bei geometrisch 
nichtlinearer Berechnung dargestellt. 

Bild 13.18 (d) zeigt die Last-Verformungskurve für die Re- 
ferenzverformung Pays Die Verformungsfigur für X = 3,5 ist 
in Bild 13.18 (f) dargestellt. 
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een VE NET RE ET 


Stabwerke werden heute in zunehmenden Maße unter Berück- 
sicehtigung des Gleichgewichtes am verformten System berech- 
net. Wir haben deshalb die Probleme der geometrischen 
Nichtlinearität relativ breit dargestellt. In der Baustatik 
wird die Berec.nung im nichtlinearen Verformungsbereich üb- 
licherweise als Theorie zweiter Ordnung (vgl. Chwalla /9/) 
bezeichnet. Diese Bezeichnungsweise ist auch zum Teil in 
den Normblättern (DIN) und den Richtlinien für die Bemes- 
sung von Tragwerken festgeschrieben, 

Chwalla erklärt diese Bezeichnungsweise am Fachwerk mit 
großen Verformungen (/9/, Seite 41): "Man bezeichnet diese 
genauere ... Berechnungsweise, bei der der Einfluß berück- 
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sichtigt wird, den die elastische Verformung des Tragwerkes 
auf die Gleichgewichtsbedingungen ,„.. nimmt, als Theorie 
zweiter Ordnung". 

Die Vernachlässigungen, die bei der Berechnung möglich und 
sinnvoll sind, so z.B. die Näherung für die Krümmung eines 
Biegebalkens, sind nicht direkt mit der "Theorie zweiter 
Ordnung" verknüpft. Wesentlich ist die Berücksichtigung der 
elastischen Verformungen in den Gleichgewichtsbedingungen. 


Das Problem der Balkenbiegung auf der Grundlage der stren- 
gen kKrümmungsbeziehung wird von Love /44/ ausführlich be- 
handelt. Es wird seit Euler (1744) als "Problem der Elasti- 
ca" bezeichnet. 

Für die praktische Anwendung genügt jedoch immer die Nähe- 
rung, die man durch Gleichsetzen der zweiten Ableitung der 
Biegelinie und der Krümmung erhält, also die elementare 
Balkenbiegetheorie oder auch die technische Balkenbiegeleh- 
re, wie sie verschiedentlich bezeichnet wird. 

Diese Annahme ist die Grundlage der Verformungsbeziehungen 
der Stabelemente, die wir in den vorangehenden Abschnitten 
dargestellt haben. Die iterative Berechnung eines Stabwer- 
kes mit der geometrischen Steifigkeitsmatrix ist deshalb 
ein Näherungsverfahren für die Lösung von Problemen der 
Theorie zweiter Ordnung. Hierzu muß jedoch bemerkt werden, 
daß es, mit Ausnahme der elementaren Fälle, keine stren- 
gen Lösungen nach der Theorie zweiter Ordnung gibt; es sind 
immer Vernachlässigungen (z.B. Längsverformungen) erforder- 
lich, und es muß immer ein System nichtlinearer Gleichungen 
(transzendent) gelöst werden. Dies ist ohne Iteration im 
allgemeinen nicht möglich. 

Die Iteration mit der geometrischen Steifigkeitsmatrix ist 
insgesamt eine konsequente Approximation, Mit kleineren 
Elementunterteilungen ist es sogar möglich, Probleme der 
"Elastica" näherungsweise zu lösen. 

Diese Genauigkeitsforderungen werden jedoch üblicherweise 
nicht gestellt. Eine sinnvolle Lösung würde man zudem nur 
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mindestens 
6 Elemente 


Bild 13.19 Elementapproximation 


dann erhalten, wenn die geraden Stabelemente die Verformung 
genügend genau approximieren, was wiederum zu einer großen 
Anzahl von Elementen führt. 

Die Frage nach der geometrischen Approximation des Verfor- 
mungszustandes sollte jedoch auch bei den Näherungslösungen 
nach Abschnitt 13.6 und 13.7 beachtet werden. 

Es ist nicht sinnvoll, eine Verformungsiteration unter Be- 
rücksichtigung eines verformten Ausgangszustandes durchzu- 
führen, wenn die Biegelinie der Stäbe zwischen den Knoten- 
punkten einen Krümmungswechsel zeigt (Bild 13.19). In sol- 
chen Fällen muß eine kleinere Elementunterteilung gewählt 
werden, Die aufwendigen Iterationsverfahren führen sonst zu 
Lösungen, die zwar numerisch korrekt sind, aber keine Aus- 
sage über das tatsächliche Tragverhalten darstellen. 
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14 Aspekte der Programmierung 


In den vorangehenden Kapiteln wurden die Berechnungsgrund- 
lagen für Stabwerke in einer für programmgesteuerte Rechen- 
anlagen geeigneten Form dargestellt. Wir haben versucht, 
den Bezug zu den in Jahrzehnten bewährten Rechenverfahren 
zu zeigen und verdeutlicht, daß die "Matrizenmethoden" nur 
eine konsequente Darstellung der bekannten Stabstatik sind. 


Die Grundkonzeption aller hier aufgezeigten Rechenverfahren 
ist die Einteilung der Stabwerke in Elemente, Die Eigen- 
schaften dieser Elemente, dargestellt in Elementmatrizen, 
sind die Bausteine des Elementkataloges. Die Inzidenz- und 
Drehungsmatrizen sind das Werkzeug zum Aufbau des Tragwer- 
kes mit einer repräsentativen Darstellung in Form von Ma- 
trizengleichungen, 


Wir haben damit einen großen Teil der grundlegenden Rechenr- 
operationen der Methode der Finiten Elemente /94/ aufge- 
zeigt. 

Die folgenden Ausführungen zur numerischen Lösung und zum 
Aufbau der Grundgleichungen, zur Struktur der Programme und 
der Datenverarbeitung bei einer programmierten Berechnung 
gelten deshalb gleichermaßen für Finite Element Programme. 
Sie sind zum größten Teil der einschlägigen Literatur ent- 
nommen, wenn auch mit vielen Auslassungen und Kürzungen. 


14.1 Lösung der Grundgleichungen des Weggrößen- und 


Kraftgrößenverfahrens 


In den allgemeinen Ausführungen haben wir eine Unterteilung 
in Weggrößenverfahren, Kraftgrößenverfahren, Verfahren der 
Übertragungsmatrizen und iterative Verfahren gewählt. Diese 
Unterteilung wird im folgenden bei der Beschreibung der Lö- 
sungsverfahren beibehalten. Wir beschränken uns hierbei je- 
doch auf die Darstellung wesentlicher Gesichtspunkte, die 
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in groben Zügen den heutigen Stand wiedergeben. 

Die Lösung der Grundgleichung des Weggrößenverfahrens er- 
folgt heute fast ausschließlich mit dem Verfahren von Cho- 
lesky (siehe Anhang A2.1.4). Für vollbesetzte Matrizen Kuga 
erfordern die beiden wesentlichen Rechenoperationen - Drei- 
eckszerlegung und Vorwärts-Rückwärtseinsetzen - die folgen- 


de Anzahl von Rechenoperationen: 


(a) Dreieckszerlegung 


Multiplikationen: 
Additionen/Subtraktionen: 
Quadratwurzeln: n 


(b) Vorwärts-Rückwärtseinsetzen 
2 

Multiplikationen: n - n 
Divisionen: n 


2 
Additionen/Subtraktionen: n - n 


Man erkennt, daß die Zahl der Rechenoperationen für die 
Dreieckszerlegung von der Ordnung n ist; dem steht die 
Zahl der Rechenoperationen von nur n für das Vorwärts- 
Rückwärtseinsetzen gegenüber. Die Dreieckszerlegung ist bei 
mehreren rechten Seiten eine einmalige Rechenoperation, für 
jede rechte Seite (jeden Lastfall) muß dann nur das Vor- 
wärts-Rückwärtseinsetzen wiederholt werden. 


Neben der Rechenzeit ist der Speicherbedarf während eines 
Rechenvorganges ein entscheidendes Kriterium für die Beur- 
teilung des Rechenverfahrens. Die Steifigkeitsmatrix K ist 
symmetrisch, es muß also nur eine Symmetriehälfte ein- 
schließlich der Diagonalen gespeichert werden. Dieser Spei- 
cher reicht für die Zerlegung in eine untere und obere 
Dreiecksmatrix aus (Bild 14.1). 
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Steifigkeitsmatrix K_In«n] 
ü Dreiecks - 


zerlegung 


m | 


Vorwärts - Rückwärts 
einsetzen 


symmetrisch 


Rechenoperationen : Oln?} Rechenoperationen 
Oin?} 
Bild 14.1 Symbolische Darstellung des Cholesky-Verfahrens 


Die Programmierung des Verfahrens ist relativ einfach und 
Standardprogramme gehören heute zur Programmbiliothek eines 
jeden Rechenzentrums. Ein vollständiges Programm in FORTRAN 
ist bei Dankert /14/ angegeben. 


Die Steifigkeitsmatrix K der meisten Tragwerke des kon- 
struktiven Ingenieurbaus ist relativ schwach besetzt. Je 
nach Dichte der Besetzung kann diese Eigenschaft vorteil- 
haft ausgenutzt werden. Bei sehr schwacher und unregelmäßi- 
ger Besetzung kann ein Lösungsverfahren mit einer "Sparse- 
Technik" /36/ von Vorteil sein. Hierbei werden alle Nicht- 
nullelemente zusammen mit den Zeilen- und Spaltenzeigern 
(i, 53) gespeichert. Im Verlaufe der Dreieckszerlegung erge- 
ben sich zusätzliche Nichtnullelemente ("fill-ins"). 

Die Sparse-Technik wird bislang kaum bei der Lösung der 
Grundgleichung des Weggrößenverfahrens eingesetzt. 

Eine weitere Möglichkeit für die Lösung von Problemen mit 
schwach besetzten Matrizen sind die iterativen Verfahren; 
wir werden auf dieses Problem an späterer Stelle zurückkom- 
men. 

Die schwache Besetzung der Matrizen ermöglicht es jedoch 
auch, durch Zeilen- und Spaltenaustausch Bandmatrizen zu 
erzeugen (Bild 14.2). 

Der Rechenaufwand bei Bandmatrizen ist von der Ordnung ne 
für die Dreieckszerlegung und von der Ordnung n ß für das 
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N 


| Vorwärts-Rückwärts- 


Steifigkeitsmatrix Kl[nxn] kompakte Speicherung 


ade 7 ___ 1 einsetzen 
rn un el Rechenoperationen Oln?-B}  Rechenoperationen 
O{n PB) 


Bild 14.2 Cholesky-Verfahren für Bandmatrizen 


Vorwärts-Rückwärtseinsetzen. 


Ein vollständiges Programm in FORTRAN ist in /14/ abge- 
druckt; Bibliotheksprogramme werden in allen größeren Re- 
chenzentren bereitgestellt. 

Die Lösung mit vollbesetzten Matrizen und mit Bandmatrizen 
sind "Stationen" der Entwicklung der Finiten Element Pro- 
gramme. Der letzte Stand und die heute übliche Methode der 
Lösung sind Frontlöser /30/ oder Bandalgorithmen mit vari- 
albler Bandbreite /32/,. Die Dreieckszerlegung und das Vor- 
wärts-Rückwärtseinsetzen auf dieser Grundlage berücksichti- 
gen eine variable Bandstruktur der Steifigkeitsmatrix Knxn‘ 
Üblicherweise ergibt sich nämlich auch bei Umordnung der 
Zeilen und Spalten einer schwach besetzten Steifigkeitsma- 
trix eine Bandmatrix mit Unregelmäßigkeiten in der Band- 


breite (Bild 14.3). 
Steifigkeitsmatrix KInxn 


- 
Susi Emerramenan ungen: 
Sl 4 ,SKYLINE" 


r 
obere Dreiecksmatrix L 9 


till = ins ® 


(volle Bandreitel 


Bild 14.3 Bandstruktur mit variabler Bandbreite 
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Bei der Dreieckszerlegung ergeben sich zusätzliche Nicht- 
nulleliemente (fill-ins), die zusammen mit den ursprüngli- 
chen Nichtnullelementen die Skyline der Matrix ergeben. Die 
Skyline beschreibt den erforderlichen Speicherplatz der 
Dreieckszerlegung (Bild 14.3). Die Speicherung und Zerle- 
gung erfolgt mit einem Indexfeld mit n Elementen. Jedes 
Element des Indexfeldes gibt den Abstand an, in welchem 
sich das von der Diagonale aus gezählte, äußerste Nicht- 
nullelement der Spalte befindet, Die Speicherung und Zerle- 
gung erfolgt insbesondere bei sehr großen Matrizen (oder 
auf Rechnern mit kleinem Kernspeicher) über externe Daten- 
träger oder in einem virtuellen Kernspeicher. 


Von besonderem Vorteil ist bei allen Verfahren die Berück- 
sichtigung der Hypermatrizenstruktur der Gesamtsteifig- 
keitsmatrix K. Aus der Erzeugung von K mit der direkten 
Steifigkeitsmethode (Abschnitt 6.3) erkennt man, daß K 
Blockzeilenstruktur (-spaltenstruktur) hat. Sind an einen 
Knoten Elemente unterschiedlichen Typs verknüpft, dann be- 
stimmt das Element mit der maximalen Kantenlänge der Ele- 
mentsteifigkeitsmatrix die gesamte Blocklänge (Bild 14,4). 


| | 


Blocklange Blocklänge 
Fachwerkelement gesamte 


Stobelement Blocklünge 


Bild 14.4 Blockstruktur von K 


Die Frontlösungsmethode zusammen mit der Berücksichtigung 
der Hypermatrizenstruktur ergibt eine erhebliche Einsparung 
an Rechenzeit. 

Einen eindrucksvollen Vergleich gibt Fuchs an /21/: Durch 
Verbesserung der Speicheraufteilung, Vermeidung von Null- 
operationen in Untermatrizen, Programmierung der inneren 
Schleifen in Maschinensprache und vollständige Ausnutzung 
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aller sonstigen Möglichkeiten einer modernen Datenverar- 
beitungsanlage war es demnach (1971) möglich, die Rechen- 
zeit für ein Beispiel mit 4000 Unbekannten und einer mitt- 
leren Bandbreite von 420 (max. Bandbreite 600) von 100% auf 
nur 8% zu reduzieren (Rechenanlage CDC 6600). 

Ein vollständiges Programm für die Frontlösungsmethode wird 
von Irons /30/ angegeben. 


Im Vergleich mit dem Weggrößenverfahren wurden die Lösungs- 

verfahren für das Kraftgrößenverfahren nur sehr wenig un- 

tersucht. Im wesentlichen sind hier drei Varianten zu nen- 

nen, die im Laufe der letzten 15 Jahre eine gewisse Bedeu- 

tung gewonnen haben und zwar 

- die Gauß-Jordan Elimination mit Zeilenpivotsuche und 
Spaltentausch, 

- die Gauß'sche Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche 
und Zeilentausch und 

- eine Variante der Dreieckszerlegung zur Erzeugung kom- 
pakter Eigenspannungszustände, 


Das erste Verfahren bildet die Grundlage eines Finiten Ele- 
ment Programmes von Denke aus dem Jahre 1962 /15/. Es wurde 
zugleich in einer Vielzahl von Varianten von Robinson /IT14/ 
dargestellt und angewendet. 

Eine vollständige Beschreibung des zweiten Verfahrens wird 
von Thierauf/Topcu 7/83/ gegeben, Es ist die Grundlage für 
ein Finites Element Programm mit alternativen Lösungsver- 
fahren /16/. 

Das dritte Verfahren als Variante des zweiten liefert Ei- 
genspannungszustände, die möglichst kleine Bereiche des 
Tragwerkes beeinflussen /85/. 

Bezüglich des erstgenannten Verfahrens verweisen wir auf 
die ausführlichen Darstellungen von Robinson /T1/ und auf 
ein Beispiel für ein Fachwerksystem, das von Przemieniecki 
(/66/, Seite 206 ff) angegeben wird. 

Im folgenden beschränken wir uns auf die Darstellung der 
wesentlichen Merkmale des zweiten Verfahrens mit der Vari- 
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ante der kompakten Eigenspannungszustände. Wie beim Weggrö- 
Benverfahren wird auch hierbei die Bandstruktur aller Ma- 
trizen berücksichtigt. Das Verfahren besteht aus vier Teil- 
schritten, die in Bild 14.5 symbolisch dargestellt sind. 


M B, 
2 | 
| 
: m+m, 

(a) Dreieckszerlegung {b) Berechnung der kompakten Ei- 
und Wahl der sta- genspannungszustände aus der 
tisch Unbestimmten oberen Dreiecksmatrix U 

(c) Aufstellen und Lö- (d) Berechnung der linear unab- 
sen der Verträg- hängigen Stabendkräfte F 


lichkeitsbedingun- 
gen (vgl. Cholesky- 


Verfahren) 


Bild 14.5 Symbolische Darstellung der Teilberechnungen 
des Kraftgrößenverfahrens 


Eine ausführliche Darsteilung wird von Topgu /85/ gegeben. 
Wir zeigen die Ergebnisse einer Berechnung mit kompakten 
Eigenspannungszuständen an einem Beispiel auf und vergiei- 
chen mit den üblichen "langen" Eigenspannungszuständen. 


In Bild 14.6 (a) ist das System eines ebenen Stockwerkrah- 
mens dargestellt. Die Schnitte sind in derselben System- 
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skizze angedeutet; sie ergeben sich durch die Wah] der sta- 
tisch Unbestimmten, wie sie in Abschnitt 9.3 beschrieben 
ist. 


Systemskizze i-ter Eigenspannungszustand 
üblich kompakt 


(a) Systemskizze, Schnittstellen und Einflußbereiche 


des i-ten Eigenspannungszustandes 
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1%] 1: 
| FT ERESESENLG 
x BfB xx Nix 
x xx xx) xl x EI =i==# RR] 
x] El x xx: x 
BIBI 
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x 1] Ei 4 Bien HL. 
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(b) Ubliche Eigenspannungszustände und Verträglich- 


keitsbedingungen 
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(c) Kompakte Eigenspannungszustände und zugehörige 


Verträglichkeitsbedingungen 


Bild 14.6 Vergleich der üblichen mit den. "kompakten" 


Eigenspannungszuständen 
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Die üblichen Eigenspannungszustände, dargestellt durch die 
Matrix B, zeigen eine relativ dichte Besetzung und erfor- 
dern dadurch einen großen Speicherbedarf. Zugleich ergibt 
sich ein relativ großer Rechenaufwand für die Aufstellung 
und Lösung der Verträglichkeitsbedingungen. Dies zeigt sich 
in der Besetzung der Matrix der Verträglichkeitsbedingungen 
ce! f B,) der Kantenlänge po (Anzahl der statisch Unbestimm- 
ten, hier 18). 

Die Nichtnullelemente der Matrizen B, und B] 
Bild 14.6 (b) gekennzeichnet. 

Dem steht in Bild 14.6 (c) eine relativ schwache Besetzung 


f B, sind in 


von B, und eine bandförmige Struktur von 8] F B, gegenüber, 
wenn man mit kompakten Eigenspannungszuständen rechnet. Der 
Einflußbereich des i-ten Eigenspannungszuständes ist in der 
Systemskizze (Bild 14.6 (a)) durch dicke Kanten gekenn- 
zeichnet. 
Das Verfahren ist automatisiert: Die Wahl der statisch Un- 
bestimmten erfolgt allein aus der Gleichgewichtsmatrix. Das 
Verfahren der kompakten Eigenspannungszustände ist auch auf 
Finite Elemente anwendbar; Beispiele für räumliche Systeme, 
Scheiben und Platten gibt Topgu /85/ an. 
Trotz des Fortschrittes, der durch kompakte Eigenspannungs- 
zustände erzielt wurde, sollte die Anwendung auf folgende 
Fälle beschränkt werden: 

(1) Redundanz p kleiner als Kantenlänge n von K; 

(2) Spezielle Probleme der Bemessung oder der Anwendung im 

nichtlinearen Werkstoffbereich. 

Ein vollständiges FORTRAN-Programm des Rechenverfahrens aus 
/85/ ist im Anhang A2.1.6 angegeben. 


Als dritte Möglichkeit zur Lösung statischer Probleme be- 
trachten wir die iterativen Verfahren. Bekannte Anwendungen 
in der Statik und Dynamik sind das Verfahren von Gauß-Sei- 
del /67/, die Relaxationsverfahren /96/ und die Methode der 
konjugterten Gradienten /67/. In Abschnitt 11.2 wurde ge- 
zeigt, daß das Verfahren von Gauß-Seidel die Grundlage des 
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Kani-Verfahrens für den iterativen Momentenausgleich in 
Rahmenkonstruktionen ist. Dieses Verfahren wird in der Pra- 
xis auch heute noch sehr hoch geschätzt und besitzt gewisse 
Vorteile in der Anwendung. Es ist sehr anschaulich und bie- 
tet mit der Momentenverteilung anhand einer Systemskizze 
die Möglichkeit, den Kräfteverlauf und den Einfluß von 
Steifigkeitsänderungen geschickt zu erfassen. Für die Lö- 
sung der hier betrachteten Probleme überwiegen jedoch ins- 
gesamt gesehen die Nachteile des Verfahrens. 
Alle iterativen Verfahren haben einen wesentlichen Nachteil 
bei der Lösung von Gleichungssystemen mit mehreren rechten 
Seiten (Lastfällen). Die gesamte Iteration ist für jeden 
Lastfall getrennt und von Neuem durchzuführen, Da in der 
Praxis des konstruktiven Ingenieurbaus fast immer mehrere 
Lastfälle zu berechnen sind, entsteht ein relativ großer 
Rechenaufwand. 
Auch für eine einmalige Lösung ist der Rechenaufwand im 
Vergleich zu den direkten Lösungsverfahren schon relativ 
hoch. 
Für eine vollbesetzte symmetrische Koeffizientenmatrix Kos 
benötigt man z.B. mit der Methode der konjugierten Gradien- 
ten /67/ & 

etwa nr +5 n Multiplikationen oder Divisionen 

und n +6 n Additionen oder Subtraktionen. 
Im Vergleich dazu erfordert das Verfahren von Cholesky nur 
etwa 1/6 dieser Rechenoperationen. 
Beim VERTANEEN von Gauß-Seidel benötigt man für eine Itera- 
tion etwa 2n - 2 Multiplikationen und Additionen /87/. 
Da bei diesem Verfahren die Anzahl der Iterationen stark 
von der Konvergenz abhängig ist, kann die Anzahl der Ge- 
samtoperationen nicht angegeben werden, Eine schnelle Kon- 
vergenz ist nur dann zu erwarten, wenn die Matrix gut kon- 
ditioniert und diagonal dominant ist. 
Eine ähnliche Situation ergibt sich bei der Anwendung von 
Relaxationsverfahren. 
Ein allgemeiner Vergleich zwischen den iterativen und den 
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direkten Lösungsverfahren ist damit nur bei der Methode der 
konjugierten Gradienten möglich. Bei dieser Methode erhält 
man nämlich in höchstens n Schritten die genaue Lösung, 
wenn Rundungsfehler der Rechenmaschine ausgeschlossen wer- 
den. "Die Methode (der konjugierten Gradienten) wird vor- 
teilhafter, wenn die Koeffizientenmatrix viele Nullen ent- 
hält. Jedoch gibt es auch hier Abarten der Eliminations- 
schemata, die auch diese Situation in vielen Fällen ausnüt- 
zen können ..." (Ralston/Wilf /67/, Bd. 1, Seite 117). Die 
von Ralston/Wilf erwähnten Varianten der direkten Lösungs- 
verfahren sind die oben dargestellten Bandalgorithmen und 
Frontlösungsverfahren, 

Abgesehen von speziellen Problemstellungen, die an sich 
schon eine iterative Lösung erfordern, werden deshalb heute 
eindeutig die direkten Lösungsverfahren den iterativen vor- 
gezogen, 

Vollständige Programme für die iterative Lösung nach Gauß- 
Seidel und für die Methode der konjugierten Gradienten sind 
bei Ralston/Wilf /67/ abgedruckt (ALGOL). Ein Vergleich der 
direkten und iterativen Verfahren bezüglich des Rechen- und 
Speicheraufwandes gibt Westlake an /87/. 


14,2 Bemerkungen zur Lösung des Stabilitätsproblemes 


Für die Lösung des Eigenwertproblemes, wie es sich bei der 
Stabilitätsberechnung (Kapitel 12) ergibt, stehen heute ei- 
ne Reihe erprobter Rechenverfahren zur Verfügung /88/. 
Die Matrizen KR und K9 der Eigenwertgleichung des Stabili- 
tätsproblems (12.40) 

KeraKd)rn=0 


sind symmetrisch und besitzen die gleiche Bandstruktur, die 
sich bei der Grundgleichung der Weggrößenverfahren ergibt. 
15 ist positiv definit, K9 ist im allgemeinen positiv semi- 
definit (d.h. es gilt r' KIr >20 für aller + 0). Bei der 
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Auswahl der Lösungsverfahren sollte darauf geachtet werden, 
daß die Bandstruktur der Matrizen nicht zerstört wird. 


Eine Möglichkeit zur Reduktion des allgemeinen Eigenwert- 
problemes mit symmetrischen Bandmatrizen wird von Crawford 
/12/ beschrieben (siehe auch Anhang A2.2). Der dort angege- 
bene Algorithmus transformiert das allgemeine Eigenwertpro- 
blem auf das spezielle Eigenwertproblem mit symmetrischer 
Bandmatrix A und der Bandbreite der Eingangsmatrizen ie und 
EN Die Transformation erfordert Rechenoperationen in der 
Größenordnung von 5 mit ß als Bandbreite von Kr 

Die Lösung des speziellen Eigenwertproblems kann dann mit 
den bekannten Verfahren /88/ durchgeführt werden. Es sind 
dies z.B, 

die Givens-Reduktion der symmetrischen Bandmatrix auf Tri- 
diagonalform /88/, und die 

Berechnung eines einzelnen, z.B. des grüßten (kleinsten), 
Eigenwertes durch Bisektion (Given's Method of Bisection 
/88/). 


Mit diesem Verfahren wurden in /55/ eine Vielzahl von Ei- 
genwertproblemen bei der Stabilitätsuntersuchung ausge- 
steifter Platten gelöst. 

Falls zu den Eigenwerten auch die Eigenvektoren berechnet 
werden sollen, ist eine Rücktransformation der Eigenvekto- 
ren des speziellen Eigenwertproblemes erforderlich. 

Eine weitere Möglichkeit zur Berechnung des kleinsten 
(größten) Eigenwertes ist die iterative Lösung mit dem von 
Mises'sehen Iterationsverfahren (/1l4/, siehe auch Anhang 
A2.2.3). Mit diesem Verfahren erhält man zugleich eine Nä- 
herung für den zum kleinsten (größten) Eigenwert gehörigen 
Eigenvektor. Das von Mises'sche Iterationsverfahren ist in 
seiner Leistungsfähigkeit mit dem oben genannten Verfahren 
für die Lösung des Stabilitätsproblemes vergleichbar. Eine 
ausführliche Darstellung der Lösungsverfahren findet sich 
in /96/. 
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14.3 Rundungsfehler und numerische Stabilität 


Die Gleichungssysteme, die man bei der Berechnung von Trag- 
werken erhält, können eine beachtliche Größenordnung errei- 
chen. Systeme mit mehreren tausend Unbekannten sind heute 
keine Seltenheit. Jede Lösung eines Gleichungssystems führt 
zu Rundungsfehlern, die beim Rechnen mit endlicher Stellen- 
zahl unvermeidlich sind. Man erhält damit anstelle einer 
Lösung r nur eine Näherung r =r+ar, für die gilt: 


Kr=RtaR 
oder Kar =iArR. 


Eine zweite Lösung mit der rechten Seite AR, dem Defektvek- 
tor 
R=KT-R, 

ist nur dann sinnvoll, wenn mit größerer Genauigkeit, d.h. 
mit höherer Stellenzahl, gerechnet wird (Nachiteration), 
In jedem Fall sollte man sich jedoch bei jeder Lösung eines 
größeren Systemes den Defektvektor ausrechnen, Es empfiehlt 
sich bei einer Lösung mit dem Weggrößenverfahren die 
Gleichgewichtsbedingungen und bei einer Lösung mit dem 
Kraftgrößenverfahren die Verträglichkeitsbedingungen zu 
überprüfen: 

Verfahren Kontrolle 


Weggrößen: Kr =R ei F=R (Gleichgewicht) 


Kraftgrößen: a’ E=R, 


B, fE=-O ar=v (Verträglichkeit) 


x 


Die Größe der Abweichung wird über eine Norm verglichen; 
sinnvolle Vergleiche sind die Normen: 
max tar, |} oder laR II= Yar! AR. 
i 
Ergeben sich größere Abweichungen, dann muß das zugrunde- 


14,3 Rundungsfehler und numerische Stabilität 363 


liegende Stabwerk überprüft werden. In solchen Fällen haben 
einzelne Elemente entweder unsinnige Abmessungen oder Quer- 
schnittswerte, 


Stobelemente Steifigkeitsmatrix 


22 
Fachwerkelemeni 
(Flache A} 


ra 
Bild 14.7 Unzulässige Idealisierungen durch 
Stabelemente (£. > 0) 


Für das in Bild 14.7 dargestellte System würden sich z.B. 
dann numerische Schwierigkeiten ergeben, wenn sich Fläche A 
und Länge £r des Fachwerkelementes wesentlich von denen der 
Stabelemente unterscheidet, 
Die Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems würde dann mit 
schwacher Kopplung durch das Fachwerkelement in zwei Blöcke 
I und II zerfallen. Es wäre also unsinnig, ein Querkraft- 
und Momentengelenk durch einen Fachwerkstab, wie in Bild 
14.7 gezeigt, idealisieren zu wollen, 
Bei solchen und ähnlichen schlecht idealisierten Systemen 
unterscheiden sich die Beträge der Diagonalelemente von K 
um mehrere Zehnerpotenzen. Dies führt zu größeren Rundungs- 
fehlern und meist auch zu unsinnigen Bemessungen. Als 
Faustregel für Stabwerke gilt: 
Wenn 

min |K,,|/max |K..| < 10° , 

ii ii 

dann sind größere Rundungsfehler bei der Lösung des Glei- 
chungssystems oder des Eigenwertproblemes zu erwarten. Ge- 
nauere Möglichkeiten zur Abschätzung werden von Irons /29/ 
angegeben. 


Ein wichtiges Maß für die Beurteilung der Lösung eines ]li- 
nearen Gleichungssystemes ist die Konditionszahl. Eine be- 
kannte Konditionszahl ist die Hadamard'sche Konditionszahl 
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Ku 795/ (Anhang Al.8): 


Ky = dettk/ IL VE IK,” as.) 


i=1 jsl 1 
Diese Konditionszahl kann bei der Dreieckszerlegung relativ 
einfach berechnet werden und ist eine Möglichkeit zur Beur- 
teilung der Gleichungssysteme. Die Konditionszahl liegt 
zwischen O0 und 1: 


Ku 0: K ist singulär 


Ku = 1: optimale Kondition. 


Die Konditionszahl Ky ist invariant gegenüber einer Multi- 
plikation der Zeilen mit Faktoren (# 0). Eine Skalierung 
der Matrix zur Verbesserung der Kondition Ku ist also nicht 
sinnvoll. Durch Skalierung läßt sich zwar der Rundungsfeh- 
ler verkleinern, die Kondition der Matrix kann aber dadurch 
nicht verbessert werden, 

Das in Bild 14.8 dargestellte Beispiel gibt eine Vorstel- 
lung von der Größenordnung der Hadamard'schen Konditions- 
zahl, 


log K, 


-ı19 
um "8880 


20 
I um —l Nr 1a 0? 
Stiele : TPB 4 100 2a log TIL 
Riegel. TPBA 100 bis IPB 4 1000 1 2 3 


Bild 14,8 Konditionszahlen der Steifigkeitsmatrix 


(logarithmische Darstellung) 


Bei schlecht konditionierten Matrizen muß deshalb das zu- 
grundeliegende mechanische Modell überprüft werden. Eine 
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Bild 14.9 Besetzung der Steifigkeitsmatrix 
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sinnvolle Lösung kann entweder durch eine Korrektur der 
Idealisierung oder der Bemessung erreicht werden oder in 
manchen Fällen auch durch eine Berechnung von Teilstruktu- 
ren. 


14.4 Bandbreitenreduktion durch Umnumerierung 


In den vorangehenden Abschnitten wurde die Bandstruktur der 
Steifigkeitsmatrix als ein wesentliches Merkmal herausge- 
stellt. Diese Bandstruktur ergibt sich durch die Verknüp- 
fung der Freiheitsgrade der Verschiebungen: 

Sind die Freiheitsgrade mit den Indizes i und j nicht über 
einen Stab verbunden, erhält das zugehörige Element Ki; der 
Steifigkeitsmatrix den Wert Null. 

Die Indizierung der Freiheitsgrade ist weitgehend beliebig; 
sie muß nur bei 1 beginnen und fortlaufend bis n sein. Da- 
mit hat man die Möglichkeit, durch Umnumerierung der Frei- 
heitsgrade die Besetzung und damit die Bandbreite von K zu 
beeinflussen. Wir zeigen dies an einem Beispiel. 


Beispiel 14.1: 

Besetzung der Steifigkeitsmatrix eines Stockwerkrahmens und 
eines Ringträgers nach Bild 14.9. 

Die Besetzung von K erfolgt nach folgendem Schema: 

- Ein Freiheitsgrad ist immer mit sich selbst verbunden. 

- Ein Freiheitsgrad ist mit einem zweiten verbunden, wenn 
beide in demselben Knotenpunkt definiert sind oder wenn 
sie durch einen Stab verbunden sind. 

Jede Verbindung kennzeichnet ein Nichtnullelement (x). 

Da üblicherweise bei Stabtragwerken die Freiheitsgrade an 
einem Knoten fortlaufend numeriert werden, kann die Umord- 
nung auch über Knotennummern erfolgen, Dies ist am Beispiel 
des Ringträgers (Bild 14.9 (b)) gezeigt. Von diesem verein- 
fachten Schema der Numerierung wird bei den Algorithmen zur 
Reduzierung der Bandbreite ausgegangen (/22/, /10/). In 
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Bild 14.10 Optimale Numerierung am Beispiel eines Vie- 


rendeelträgers im Vergleich mit Frontlöser 


allgemeiner Form läßt sich das Problem wie folgt darstel- 
len: 


Aufgrund einer Ausgangsnumerierung der Knoten und Elemente 
ist die Verknüpfungstafel (Inzidenztafel) bekannt. Es ist 
eine Element-Knotenzuordnung, d.h. zeilenweise werden für 
jedes Element die zugehörigen Knoten angegeben. Die Elemen- 
te und Knoten sind fortlaufend und bei 1 beginnend nume- 
riert, 


Aus der Inzidenztafel wird zunächst eine Knotenverbindungs- 
tafel aufgestellt: In aufsteigender Folge werden zeilenwei- 
se alle Knoten zusammen mit den durch Stäbe angeschlossenen 
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Knoten aufgelistet. 

Diese beiden Schritte sind in Bild 14.10 für einen Vieren- 
deelträger durchgeführt. 

Die Vertauschung erfolgt für ein Tragwerk mit n Knoten nach 
folgendem Verfahren: 

(a) Berechne die Bandbreite m, der ursprünglichen Numerie- 
rung aus der maximalen Knotendifferenz, 

(b) Wir beginnen bei XÄnoten 1 und numerieren alle "ablie- 
genden" Knoten neu mit 2, 3, ..., ir. 

(ce) Die weitere Numerierung wird am Knoten i, fortgeführt. 
Alle abliegenden Knoten, die noch nicht umnumeriert 
wurden, werden mit ij+l, iyt2, ..., ja neu numeriert. 

(d) Es folgen die Knoten i], ..., n, für die das in (c) 
beschriebene Verfahren durchgeführt wird. 

Damit ist eine Umnumerierung abgeschlossen und die neue 
Bandbreite kann berechnet werden, wir bezeichnen sie mit 
m]. Alle Knoten tragen die neue Numerierung. 

Das Verfahren wird nun für den Knoten 2 bei (b) neu begon- 
nen, und die Schritte (b), (c) und (d) werden ausgeführt. 
Man erhält die neue Bandbreite m,. 

Es folgt der Knoten 3. Die Schritte (b), (c) und (d) werden 
ausgeführt. Man erhält die neue Bandbreite my u.5.w. 

Das Verfahren wird forgesetzt, bis m erreicht ist. Die 
"optimale" Bandbreite ist 


M opt = min Im,» an m.) e 
Das Ergebnis einer systematischen Umnumerierung ist in Bild 
14.10 (f) in Form der "optimalen" Bandmatrix K dargestellt. 
Ein Vergleich des Speicheraufwandes, der bei Anwendung der 
Frontlösungsmethode (Frontlöser) und einer Bandlösungsme- 
thode entsteht, ergibt, daß die optimale Bandmatrix mehr 
Speicherplatz benötigt, als die Matrix für den Frontlöser. 
Das führt zu der Erkenntnis, daß eine Umnumerierung nicht 
immer vorteilhaft ist. Im allgemeinen erhält man mit einer 
Umnumerierung jedoch Bandmatrizen mit relativ kleiner Band- 
breite. Ein vollständiges Programm in FORTRAN wird von 
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Collins /10/ angegeben. 


14.5 Teilstrukturen und Makromatrizen 
RE u AREAL FIRZEN: 


Bei der Darstellung der Verfahren zur Lösung größerer Glei- 
chungssysteme wurde auf die Notwendigkeit der externen 
Speicherung hingewiesen. Bei größeren Systemen wird je nach 
Größe des verfügbaren Kernspeichers der Rechenanlage nur 
ein "Block" einer Matrix im Kern des Rechners bearbeitet, 
der Rest wird auf einem externen Speicher (Platte, Trommel, 
Band) abgelegt (Bild 14.11). 


Externe Datenträger 
@) I 
& 


KERN 
SPEICHER 


Bild 14.11 Physikalische Segmentierung 


Zu jedem Zeitpunkt eines Programmablaufes wird mit dieser 
Art der Gleichungslösung immer nur ein Teilbereich des Sy- 
stemes betrachtet, dem eine durch die Blocklänge bestimmte 
Anzahl von Freiheitsgraden F zugeordnet ist. Das Rechenpro- 
gramm "segmentiert" das Tragwerk: Wir bezeichnen dies des- 
halb als physikalische Segmentierung im Gegensatz zu der 
mechanischen Segmentierung, bei welcher die Freiheitsgrade 
r einer mechanisch sinnvollen Teilstruktur ("substructure") 
zugeordnet werden. Diese Teilstrukturen werden bei der 
Festlegung der Elemente berücksichtigt, 

Die Teilstruktur kann als Makroelement bezeichnet werden 
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a Teılstruktur - Makroelement 
E07 (Substructure - Superelement} 
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Bild 14.12 Mechanische Segmentierung 


(Bild 14.12); sie besitzt Knotenpunkte, die sie mit den be- 
nachbarten Makroelementen verbindet (L) und freie Knoten- 
punkte (F) ohne Verbindung zu benachbarten Makroelementen. 


Im folgenden stellen wir den Rechengang nach dem Weggrößen- 
verfahren dar und beziehen uns dabei auf eine Darstellung 
von Dankert /14/. Die vollständige Steifigkeitsmatrix der 
Teilstruktur oO) wird mit K' bezeichnet. Sie wird mit den 
bekannten Verfahren (Kapitel 6) aufgestellt. Für diese 
Teilstruktur gilt: 

KIr=-R. (14.2) 


Mit den freien Verformungen Er und den Verformungen der An- 
schlußknoten EL ist dies gleichbedeutend mit: 


k 


Bei, at Eu 


Ir "SL 
(14.3) 


und k 


Kr hı + k r 


A 


Gleichung (14.2) wird also so aufgestellt, als ob die Teil- 
struktur ein eigenes Tragwerk darstellt, das mit äußeren 
Lasten R, (unbekannt) und Rr (bekannt) belastet ist. 

Für die Ableitung der Steifigkeitsmatrix des Makroelementes 
gehen wir davon aus, daß jede Teilstruktur mindestens einen 
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freien Knoten besitzt. 
Aus der zweiten Gleichung von (14.3) erhält man 


-i 
SE 42.9) 


und durch Einsetzen in die erste Gleichung folgt: 


k 


Se m 


=] 
Sur-krriB- 


ER 4 


Durch Umformung ergibt sich: 


-1 _ B -1 
(Kıı " Kir Kr Kepler = Ru = kıp Kep Rp» 


oder Klrulz 5 (14,5) 
N I -1 
nu ko tkı Kur ker ke)» 
u' em 
und a 


ie 


Gleichung (14.5) ist die Steifigkeitsbeziehung für ein Ma- 
kroelement, k' die Elementsteifigkeitsmatrix des Makroele- 
mentes und s! sind die Randkräfte des Makroelementes. Die 
Elementverformungen ur (in globalen Koordinaten) werden bei 
der Berechnung des Gesamtsystemes wie die Verschiebungen 
eines Stabelementes behandelt. Die Knotenverformungen r des 
Gesamtsystemes sind die Knotenverformungen der Anschlußkno- 
ten (rn) aller Makroelemente, 

In der Inzidenzmatrix und der Gesamtsteifigkeitsmatrix des 
Tragwerkes werden nur Freiheitsgrade der Anschlußknoten KR, 
verknüpft, 


L 
Die Lösung ergibt die Verformungen der Anschlußknoten Lı- 
Die freien Verschiebungen u werden nach (14,4) (mit be- 
kanntem 2) berechnet. ' 

Bei der Berechnung von Kr nach (14.5) sollte die Inversion 
von krr vermieden werden. Die für (14.5) erforderlichen 
Produkte sollten über eine Dreieckszerlegung von Kr be- 
rechnet werden. Die Berechnung von K unter Berücksichti- 
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gung besonders rationeller Matrizenoperationen wird von 
Dankert /14/ dargestellt. 
Eine Zerlegung in Teilstrukturen ist in vielen Fällen von 
beträchtlichem Vorteil gegenüber einer physikalischen Seg- 
mentierung: 
- Es ist möglich, Teilstrukturen abzuspeichern und bei 
weiteren Berechnungen wiederzuverwenden, 
- Die Variantenuntersuchung ist einfacher, 
- Die Dateneingabe wird bei geometrisch ähnlichen Teil- 
strukturen vereinfacht. 


14.6 Dateneingabe und Darstellung der Ergebnisse 


In den Anfängen der "Computer-Statik" vor etwa 20 Jahren 
wurden die Rechner hauptsächlich zum Aufbau und zur Lösung 
umfangreicher Gleichungssysteme eingesetzt. Die Eingabe der 
Daten war meist sehr zeitaufwendig und umständlich, die 
Ausgabe der Rechenergebnisse vielfach unübersichtlich. 
Durch die moderne Datentechnik hat sich diese Situation 
entscheidend geändert. 
Wir erklären einige der heute üblichen Grundzüge der Daten- 
eingabe am Beispiel von Stabwerken. 
Die Dateneingabe erfolgt mit den üblichen Eingabegeräten 

- Lochkarten 

- Lochstreifen 

- Datensichtgeräte. 
Die übliche Form der Dateneingabe für kleinere Datenmengen 
ist heute das Datensichtgerät, Die übliche Eingabeform ist 
formatfrei. 
Es ist zweckmäßig, die Eingabedaten eines Tragwerkes in 
zwei Gruppen einzuteilen: 

- die geometrischen Daten des Gesamtsystems einschließlich 
der kinematischen und statischen Randbedingungen (La- 
sten), 

- die Eigenschaften der Elemente. 
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Mit den Eigenschaften wird üblicherweise eine Vorverarbei- 

tung (Pre-Processor) gestartet. Typische Teilaufgaben des 

Pre-Processors sind: 

- Die graphische Darstellung der Eingabedaten (Beispiel 
Bild 14.13), 

- Die Überprüfung der Eingabe mittels redundanter Eingabe- 
daten und einfache Vollständigkeitskontrollen, 

- Die Aufbereitung oder Umordnung der Daten für die weite- 
re Berechnung, 

Die Eingabedaten werden unabhängig vom Eingabegerät übli- 

cherweise in einer Datenbank gespeichert. Spätere Änderun- 

gen und Ergänzungen können dann in den gespeicherten Einga- 

bedaten erfolgen. 

Die graphische Darstellung der Eingabedaten ist ein wichti- 

ges Hilfsmittel für das Erkennen von Eigabefehlern. Bei- 

spiele für die Darstellung räumlicher Stabwerke zeigt Bild 

14.13. Die meisten Pre-Processoren für Finite Element Pro- 

gramme ermöglichen eine räumliche Darstellung mit beliebi- 

gen Blickpunkten und Perspektiven. 
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Bild 14,13 Darstellung eines Seilnetzkühlturms 


und einer Rippenschale 


Zur Dateneingabe wird auch das Generieren von Daten ge- 
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zählt, d,h. das Erzeugen von Daten nach einer bestimmten 
Vorschrift. Datengeneratoren für Stabwerke können z.B. die 
Eingabedaten einer Teilstruktur in einer vorgeschriebenen 
Anzahl wiederholen. 

Die Eingabe, Kontrolle und Änderung von Daten kann über ei- 
nen interaktiven Konstruktionsplatz erfolgen, wie er z.B. 
von Flessner /19/ beschrieben wird. 

Eine zusammenfassende Darstellung einer sinnvollen Daten- 
aufbereitung für größere Datenmengen gibt Kenngott /34/ 
(vgl. Bild 14.14), 


EINSABE 


AUSGABE 


Bild 14.14 Interaktives Arbeiten im BATCH-Modus 
nach Kenngott /354/ 


Jede Ausgabe eines Programmes muß mit einer vollständigen 
Auflistung der Eingabedaten beginnen. Dies ist besonders 
wichtig für die Erstellung statischer Berechnungen, Die An- 
forderungen an "Elektronische Standsicherheitsberechnungen" 
sind in technischen Baubestimmungen festgelegt /26/. Die 
übliche Form der Ausgabe sind Druckerprotokolle, evtl. mit 
Speicherung der Ergebnisse und Zwischenergebnisse in einer 
Datenbank für eine Nachverarbeitung (Post-Processor), Der 
Leistungsumfang des Post-Processing ist unterschiedlich: Er 
reicht von der sinnvollen Reduzierung der Ausgabe auf we- 
sentliche Ergebnisse über einfache Spannungsberechnungen 
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(z.B, Randspannung bei Stäben) und der Überlagerung von 
Lastfällen bis zu einfachen Bemessungsaufgaben und zur kon- 
struktiven Durchbildung und kompletten Ausführungszeichnun- 
gen (/59/, /60/). 

Bei einfachen Systemen, wie z.B. Durchlaufträgern und Rah- 
men ist die graphische Darstellung von Zustandslinien 
zweckmäßig. Ein Beispiel für diese Ausgabeform zeigt Bild 
14.15. 


Dar stellung Systen, Momenten- und Querkraftverlauf 
8 


Lilde 6. 


Bild 14,15 Graphische Darstellung von Zustandsgrößen 
nach Spiegel /76/ 


Weitere anschauliche Kontrollausgaben sind mit der Darstel- 
lung des verformten Tragwerkes oder der graphischen Kenn- 
zeichnung des Maßes der Beanspruchung einzelner Bauglieder 
möglich, Ein Beispiel für die graphische Ausgabe eines ver- 
formten Stabwerkes zeigt Bild 14.16. 
Die Anforderungen, die an eine Ausgabe gestellt werden müs- 
sen, sind /77/ 
- Die Ausgabe ist flexibel, Zwischenergebnisse sind auf 
Wunsch verfügbar, 
- die Ausgabe kann selektiv, z.B. in bestimmten Schnitten 
erfolgen, 
- selektive graphische Ausgaben sind möglich. 
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Bild 14.16 Gittermast 
14.7 Programmaufbau 
In den letzten zehn Jahren wurde eine Vielzahl von Finiten 


Element Programmen mit mehr oder minder großem Anwendungs- 


bereich entwickelt. Die wesentlichen und allgemein akzep- 


tierten Anforderungen, die heute an ein Finites Element 


Programmsystem gestellt werden, beschreiben Lopez, u,a. wie 
folgt /43/: 


() 


(3) 


Flexibilität bei der Tragwerksbeschreibung: Der Benut- 
zer sollte verschiedene Möglichkeiten zur Auswahl ha- 
ben. Die Entscheidung über die Tragwerksbeschreibung 
(Idealisierung) sollte unter Berücksichtigung der ein- 
fachen Handhabung und der numerischen Effizienz ge- 
troffen werden. Mehrstufige und rekursive Teilstruktu- 
ren sollten möglich sein. 

Eine große und leicht erweiterungsfähige Elementbi- 
bliothek sollte vorhanden sein. Der Stand der Entwick- 
lung ändert sich schnell; neue und allgemeinere Ele- 
mente müssen sich leicht einpassen lassen. 
Erweiterungsfähigkeit: Große Programmsysteme werden 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


nicht geschrieben, sie entwickeln sich. Erweiterung 
und Unterhaltung nehmen oft 80% der Gesamtleistung in 
Anspruch. Da Mitarbeiter während der Entwicklung wech- 
sein, muß das System so aufgebaut sein, daß Änderungen 
einfach und "unabhängig" durchgeführt werden können. 
Einfache Handhabung: Ein Programmsystem sollte leicht 
zu handhaben sein. Es sollte wie ein System aussehen, 
nicht wie ein "Eintopf" von Programmen und Datenträ- 
gern, die wie ein Puzzle zusammenpassen. Das System 
sollte auf einer höheren Sprachebene automatisiert 
sein, Der Benutzer sollte nicht unnötige "Mikro"- An- 
weisungen geben müssen, um den Lösungsprozess zu steu- 
ern, und er sollte auch nicht die Ablaufprogramme 
schreiben müssen, 

Maschinenabhängigkeit: Eine sehr ungünstige Eigen- 
schaft großer Programmsysteme ist der Trend zu einer 
starken Maschinenabhängigkeit. Maschinenabhängigkeit 
sollte minimiert und begrenzt werden. 
Restartfähigkeit: Mit der Popularität der Finiten Ele- 
ment Methode wuchsen die Problemgrößen sehr schnell 
an. Die Benutzung externer Datenträger (Platte, Trom- 
mel) wuchs entsprechend an, und es wurde aus einer 
Vielzahl von Gründen erforderlich, Restart-Prozeduren 
einzubauen. Diese sollten automatisiert sein und einen 
geringen Aufwand für den Einbau erfordern. 
Kontrollierte Benutzung externer Datenträger: In einen 
guten Programmsystem muß eine vernünftige Kontrolle 
der Datenträger, die für die Lösung der Probleme er- 
forderlich sind, möglich sein. Die einzige Ausnahme 
hiervon ist die Benutzung des Plattenspeichers, die 
mit der Problemgröße anwachsen sollte, 

Interaktive Ablaufsteuerung: Interaktive Rechenmög- 
lichkeiten sind eine sinnvolle Erweiterung der Pro- 
grammsysteme. Sie sind eine unabdingbare Forderung für 
die Steuerung graphischer Programme und für nichtline- 
are Berechnungen. 
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Ähnliche grundsätzliche Anforderungen an ein modernes Pro- 
grammsystem nennt Schrem /75/ und gibt auch eine weitrei- 
chende Beschreibung der Daten- und Programmstruktur. 

Ein heute allgemein anerkanntes Prinzip der Programmstruk- 
turierung ist der modulare Aufbau. Hierbei wird das gesamte 
Programm durch eine Reihe kleinerer Einheiten, den Moduln, 
aufgebaut. Ein Modul besitzt gewisse, definierte Merkmale: 

- Er ist eine unabhängige, in sich abgeschlossene Pro- 
grammeinheit (Subroutine, Prozedur, Programmabschnitt), 

- Er kann unabhängig vom übrigen Programm in die Maschi- 
nensprache übersetzt und getestet werden; 

- Jeder Modul kann aufgerufen werden und kann gegebenen- 
falls andere Moduln aufrufen; 

- Jeder Modul ist eine abgeschlossene Programmeinheit, 
nach dem Aufruf wird der Programmablauf direkt nach dem 
Statement, welches den Aufruf erzeugt, fortgesetzt. 

Die modulare Struktur kann nach Hierarchien gegliedert 
sein; die Moduln einer höheren Ebene können solche auf ei- 
ner niedrigeren Ebene aufrufen. Auch hier muß jedoch si- 
chergestelit sein, daß nach "Abarbeiten" der Aufruffolge in 
das Rahmenprogramm über den Modul auf der höchsten Ebene 
zurückgekehrt wird. Dies ist symbolisch in Bild 14.17 dar- 
gestellt. 


Rahmenprogamm (MAIN - FLOW - CONTROL) 


Modulebene 1 


I I 
zei EZ > Moduln A,B auf Ebene I 
MODUL_A MODUL 8 


Bild 14.17 Hierarchie des Modulaufrufes 
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Die Vorteile der modularen Struktur wurden von Weber /86/ 
am Beispiel des modularen Programmes MISS-SMIS aufgezeigt. 
Es seien hier nur einige genannt: Die modulare Struktur er- 
gibt 
- eine einfachere Programmpflege und erleichtert Ergänzun- 
gen, 
- eine einfachere Programm- und Datenstruktur, 
- Vereinfachungen beim Austesten des Programmes, 
- zuverlässige Programme, 
- Erleichterungen bei der Programmdokumentation und der 
Ergänzung derselben, 
Den prinzipiellen Aufbau eines Programmsystemes mit modula- 
rer Struktur stellt Withum /90/, wie in Bild 14.18 gezeigt, 
dar. 


Anwender 


Ein-und Ausgabeorganisoton 
Programm-und Dateiverwaltung 


Aktive Aktive 
Programmaoduln Doteien 


\ 
Peripheriebereich —=— Kernbereich —————— Peripheriebereich = 


Bild 14.18 Prinzipieller Aufbau eines Programmsystemes 
nach Withum /90/ 


Der Kernbereich wird vom Benutzer über Datenendgeräte ange- 
sprochen. Mit dem Kernbereich sind die Programmbibliothek 
und die Datenbank, beide mit modularer Struktur, verknüpft. 
Die Programmbibliothek und die Datenbank werden den peri- 
pheren Speichern (Platte, Trommel) zugewiesen. Zur Verdeut- 
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lichung geben wir hier die Ein- und Ausgabeorganisation und 
die Programm- und Datenverwaltung an, wie sie bei einer Be- 
rechnung nach der Methode der Finiten Elemente erforderlich 
ist. Wir beziehen uns hierbei auf die Programmbibliothek 
FEABL (Finite Element Analysis Basic Library /57/). Ein 
Hauptprogramm (Main-Process-Control) läßt sich hiernach in 
8 wesentliche Progammstufen unterteilen (Bild 14.19). 
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Bild 14.19 Organisation eines Programmablaufes 
nach FEABL /57/ 
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Für Stabtragwerke mögen diese Systematisierung und der kon- 
sequente modulare Aufbau als übertrieben erscheinen. Es 
zeigt sich jedoch, daß auch ein einfaches "Fachwerkpro- 
gramm" - selbst wenn es nur für Übungszwecke geschrieben 
wird - in kürzester Zeit ergänzt und erweitert werden muß. 
Unabhängig von den Vorteilen, die beim Austesten des Pro- 
grammes entstehen, zeigt sich dann bei jeder Programmände- 
rung und Erweiterung die Überlegenheit einer klaren Pro- 
grammstruktur. 
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Ein Programm ohne klare und ausführliche Beschreibung ist 
wertlos. Dies gilt nicht nur für Programmsysteme, es gilt 
gleichermaßen für jeden Modul und für jedes Test- oder Pi- 
lotprogramn, das auf eine spezielle Aufgabe ausgerichtet 
Ist; 
Diese Erkenntnis hat zu dem Versuch geführt, die "Dokumen- 
tation von DV-Programmen im Bauwesen" zu normen (DIN 66230, 
Entwurf August 1976). Die Norm (Teil 5) ist gegliedert nach 
Geltungsbereich, Zweck, Begriffe, 
Kurzbeschreibung, 
Benutzerhandbuch und 
Datenverarbeitungs-Handbuch (DV-Handbuch) mit 
detaillierten Angaben über den Umfang aller 
Leistungen. 
Gerade für die praktische Anwendung sind derartige Angaben 
eine unabdingbare Forderung. 
Die Anforderungen an ein Finites Element Programm aus der 
Sicht prüffähiger Berechnungen werden von Stein /77/ zusan- 
menfassend dargestellt. 
Die "Vorläufigen Richtlinien für das Aufstellen und Prüfen 
Elektronischer Standsicherheitsberechnungen" /26/ wurden 
1965 beraten und abgefaßt. Sie sind heute in sechs Ländern 
der Bundesrepublik Deutschland (Bayern, Hamburg, Hessen, 
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Niedersachsen, Rheinland-Pfalz, Schleswig-Holstein) bauauf- 
sichtlich eingeführt (vgl. dazu auch Hees /26/). 
Sowohl die "Dokumentation ..." (DIN 66230) als auch die 
"YVorläufigen Richtlinien ..." ermöglichen es dem Benutzer, 
die Leistungsfähigkeit und den Einsatzbereich eines Pro- 
grammsystemes auf einheitlicher Grundlage zu beurteilen. 
Die Ergebnisse eines Programmablaufes behalten trotzdem 
häufig den vielzitierten "black-box" Charakter und bergen 
damit ein erhöhtes Fehlerrisiko in sich, Als häufigste Feh- 
ler werden von Reyer /69/ genannt: 

- Idealisierungsfehler im Berechnungsmodell, 

- Diskretisierungsfehler, 

- Datenfehler, 

- Programmfehler, 

- Fehler in Benutzerprogrammen, 

- Maschinenfehler, 

- numerische Fehler, 

- Ausgabefehler. 


Der Benutzer eines ausreichend dokumentierten Programmsy- 
stemes mit flexiblen Ausgabemöglichkeiten kann die meisten 
dieser Fehler erkennen und beseitigen. Aus der Sicht der 
Verfasser sollte die ingenieurmäßige Kontrolle, die empiri- 
sche Beurteilung der Ergebnisse, die wichtigste Testhilfe 
sein. Sie erfordert gründliche Kenntnisse der mechanischen 
Zusammenhänge. Weitere wesentliche Kontrollen werden durch 
die graphischen Ein- und Ausgabehilfen, durch Gleichge- 
wichts- und Formänderungskontrollen ermöglicht, Je nach 
Grad der Bedeutung der Rechenergebnisse für die Sicherheit 
des Gesämtsystemes sollten auch Vergleichsberechnungen mit 
anderen, unabhängigen Programmen in Betracht gezogen wer- 
den. 
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A1 Matrizen und Vektoren 


Im folgenden werden einige Definitionen und Rechenregeln 
für Matrizen und Vektoren zusammenfassend dargestellt. Die 
Ausführungen beschränken sich auf elementare Grundlagen, 
wie sie für das Verständnis der Matrizenmethoden für Stab- 
werke erforderlich sind. 


Al.l Definition der Matrix 


Unter einer Matrix der Ordnung [mxn] versteht man mn Ele- 
mente in einer rechteckigen Anordnung zu m Zeilen und n 
Spalten. Der Begriff Matrix kennzeichnet also die Elemente 
und ihre Anordnung. 

Matrizen werden durch unterstrichene Buchstaben (z.B, A 
oder a) bezeichnet, die Ordnung wird in Klammern oder als 
Indizes angegeben: 


A [mxn] oder Anxn und almen] oder a, 


Die Elemente einer Matrix können reelle oder komplexe Zah- 
len, Funktionen oder auch selbst wieder Matrizen sein. Man 
bezeichnet die Elemente im allgemeinen mit dem selben Buch- 
staben wie die Matrix und gibt die Zeilen- und Spaltenzahl 
durch Indizes an (A;; oder a;;)- 

Die Zeilen und Spalten werden immer fortlaufend numeriert, 
in der Regel beginnt man mit 1. Damit stellt sich eine Ma- 
trix Anz 


e wie folgt dar: 


Arı Aız ee. Ar 


n 
Azı Anz er. Az 

A= 
Ra nz A. 
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oder auch: 
A=la,,1l; VE ee ran, 


Auf die Angabe der Ordnung wird verzichtet, wenn der Be- 
reich der Indizes bekannt ist, 
Im folgenden werden einige spezielle Matrizen erklärt: 


(1) Die Nullmatria: 


A=[A 


A ls A. =0 für allei,j 


1) 
(2) Die quadratische Matrix 
Ann 
besitzt eine gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten. 


(3) Die symmetrische Matrix 
ist eine spezielle quadratische Matrix mit 


A= [A;;]» AA; füralleigj 


(schiefsymmetrisch: A; = A; für allei#+j) 


(4) Die Diagonalmatrix: 
Als Hauptdiagonale einer Matrix bezeichnet man die 
Elemente in der Diagonalen der rechteckigen Anordnung; 


x 
x x: Elemente der 


x Diagonalen 
x 


Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix, bei 
der nur die Hauptdiagonalelemente ungleich Null sind: 


D= diag {d,} » 
D.. = d, für alle i und 


ıı 1 


D,: =0 für allei#j 
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(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


Die Einheitsmatrix 
ist eine spezielle Diagonalmatrix, bei der alle Diago- 
nalelemente gleich Eins sind: 


i=[1,,] 


Il; = 1 für alle i und 


1; 0 für allei#j. 
Mit In bezeichnen wir die Einheitsmatrix der Ordnung 
In«n]. 


Die einzeilige (einspaltige) Matrix 
ist eine Matrix, die nur aus einer Zeile (Spalte) be- 
steht. Man bezeichnet sie auch als Zeilenmatrix (Spal- 


tenmatrix). 


Die obere (untere) Dreiecksmatrix 

ist eine spezielle quadratische Matrix, bei der nur 
die Elemente oberhalb (unterhalb) der Hauptdiagonalen 
und die der Hauptdiagonalen ungleich Null sind: 


I= 
n 


obere Dreiecksmatrix (Upper) 


Im 
u 


untere Dreiecksmatrix (Lower) 


Die Permutationsmatrix (Vertauschungsmatriz): 
Eine Einheitsmatrix mit vertauschten Zeilen (oder 
Spalten) wird als Permutationsmatrix bezeichnet. 
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(9) Die Bandmatrix: 
Eine Matrix, bei der nur die Elemente in einer Umge- 
bung der Hauptdiagonalen ungleich Null sind, bezeich- 
net man als Bandmatrix: 


N N 
& x \ X 2% \ 
NM R \ xx N 
\ \ 
KU RERKE K N X \ 
\ N \ N 
RER K Sax 
\ N 3 
KK EKER N xx x 
N \ x N 
RER KERLE xx \ 
N j © N R {1} 
\ I = PS xx | 
N N EN \ © 
N S 5 x x]3 = 
N 
12 B= \ 2 e 
N 2 ie] 
ys,lıo sılla 
J N 


Die Bandbreite einer Bandmatrix wird im allgemeinen 
auf eine quadratische Matrix bezogen, bei rechteckigen 
bandfürmingen Matrizen wird zu einer quadratischen Ma- 
trix "ergänzt", 

In Sonderfällen kann die Bandbreite jedoch auch anders 
definiert werden (Abschnitt 14.1), Tridiagonalmatrizen 
sind spezielle Bandmatrizen mit der Bandbreite 3. 


(10) Die Spur einer quadratischen Matrix 
ist die Summe aller Hauptdiagonalelemente: 


(11) Die Hypermatrix ("Übermatrix") 
ist eine Matrix, deren Elemente selbst Matrizen sind: 


Arı Aıa 
A= 


Azı Az2 
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(12) Die Hyperdiagonalmatrix 
ist eine Diagonalmatrix, deren Elemente selbst Matri- 
zen sind: 


Al.2 Rechenregeln für Matrizen 


Vertauscht man bei einer Matrix die Zeilen mit den Spalten 
und umgekehrt, so erhält man aus einer [mxn]-Matrix A die 
transponierte Matrix a der Ordnung [n«m]: 


Aıı Aız Aın Arı Ası > Anı 
Ran RB ca Me Ka Mae) u Rip 
Aa=-|. . \ Al = : i 
Pe a Sr SE ee 


Das Transponieren entspricht einer Spiegelung an der Haupt- 
diagonalen. Es gilt: 


U Be 


Beispiel: 


I» 
D) 
IS} 
PT 
I> 
u 


Im folgenden geben wir eine 
Zusammenfassung der wichtigsten Rechenregeln: 
(1) Multiplikation mit einem Skalar: 
Eine Matrix wird mit einem Skalar multipliziert, indem 
man jedes Element der Matrix mit diesem Skalar multi- 
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Ser en BUT II ar PREIE ER N me En en ne 


(2) 


(3) 


pliziert: 
AAıı AAıa ... AAın 


AAaı Akz2 AA, 
iA=kı= B . B 


AAnı AAn2 ... An 


Die Summe (Differenz) zweier | mxn]-Matrizen 

A=l[A,,] und B- [B,,] ist definiert als die Summe 
(Differenz) der Elemente beider Matrizen. 

Es können nur Matrizen mit gleicher Zeilen- und Spal- 
tenzahl addiert (subtrahiert) werden. 


C=A+B entspricht [c,,l=la,, + B,.] 


(€ 


A-B entspricht [C, ,J=TA )% 


ee Bes 
1) 1) 
Zwei Matrizen A und 8 sind nur dann gleich, wenn alle 
ihre Elemente gleich sind, 


Beispiel: Summe zweier Matrizen 


2 l 0 1 
As B= 
u 0 -1 1 1 
2+0 l+l 2 2 
C=A+tB-= = 
ne 0+1 -1+l 1 0 


Das Produkt einer [mxn]-Matrix A und einen Inxq]-Ma- 


trix B 

ist definiert als die [mxq]-Matrix 
n 

Eahb, Die Mh 


1) 


Das Matrizenprodukt A B ist nur definiert, wenn die 
erste Matrix so viele Spalten besitzt wie die zweite 


Zeilen. 
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Akn Enxaq = Enxq 


gleich 


Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ 


(BEL AED) RBEN 


distributiv 
AB+C)=AB+AL 
aber nicht kommutativ 
ABtBA. 
(vorausgesetzt, daß überhaupt A B und A definiert 


sind). 
Für die Einheitsmatrix gilt aber: 


In Anm ” Anm In ° 


Die Transponierte eines Produktes ist: 


Bea a): 


U ARE 


Matrizenprodukte können übersichtlich nach dem Falk- 
schen Schema /95/ durchgeführt werden. Dies ist am 
Beispiel des Produktes AB=C dargestellt. 


Beispiel: 
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Man schreibt hierzu die Matrizen in dem oben darge- 
stellten Schema an. Für die Berechnung des Elementes 
; ist die i-te Zeile und die j-te Spalte komponen- 
tenweise zu multiplizieren und die Produkte sind zu 
addieren. Das Element C,; steht im Kreuzungspunkt der 
i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B. 

(4) Das Produkt einer Permutationsmatrix Y, Mit einer 
[rxm] -Matrix A 
ergibt eine Zeilenvertauschung in A: 


VA= Ä (Zeilentausch) 


.n- 


analog: "= 
AY, = A (Spaltentausch) . 
Beispiel: 
1 Arı Aı2 Az Ay A2ı Aaz2 Apa Azy 
ı Aaı Ana Ayz Aau|=|Ar, Ayn As Ayy 
I| |Ası Az2 Ass Az, Azı Asa Azz Asy 


Al.3 Vektor, Vektornorm, Skalarprodukt und dyadisches 
Produkt 


Eine einspaltige Matrix, deren Elemente reelle Zahlen sind, 
bezeichnen wir als Vektor Anxı' 
Die Komponenten a, vonaä sind die Elemente der einspaltigen 
Matrix. 

Eine einzeilige Matrix wird als transponierter Vektor defi- 
niert. 

Vektor a und transponierter Vektor a 
gestellt: 


L) werden wie folgt dar- 


Iv 
U) 
« 
e 
= 
[+3 
au 
u 
Fi 
m 
Fe 
k} 
17 
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Die Komponenten eines n-dimensionalen Vektors 


x" = [xı %2 ... 3 


sind die Koordinaten eines Punktes im n-dimensionalen eu- 
klidischen Raum. Der Nullpunkt ist der Koordinatenursprung. 


Es gibt zwei Sonderfälle des Matrizenproduktes: 
(1) Das Skalarprodukt: 


Das Produkt eines transponierten Vektors al mit ei- 
nem Vektor bi ergibt eine skalare Größe: 
x 
= a Die 
a N 
Das Skalarprodukt ist kommutativ: 
al b= Pu a. 


Zwei Vektoren sind orthogonal (senkrecht zueinander), 
wenn ihr Skalarprodukt verschwindet: 


a b=0 (alb). 


Ist einer der Vektoren im Skalarprodukt variabel (x), 
dann erhält man eine Linearform: 
Y n 


= = ı X. = + sa. + . 
1 ax Ra a, x a, X%ı aa X, + an Xn 


Die Norm eines Vektors ist sein Betrag: 


all: lal=fa a. 
Die Norm der Differenz zweier Vektoren ist der Abstand 
der beiden Punkte, welche durch die beiden Vektoren 


dargestellt werden: 


la - bl -VYta- ba -b. 


Beispiel: Zweidimensionale Vektoren 


1 1 
& = b= 
z 0 E 3/2 
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0 
ce=-a-b= Abstand d =y 9/4 = 3/2. 
Ze -3/2 


Als zweiten Sonderfall des Matrizenproduktes erhält 
man: 

(2) Das dyadische Produkt: 
Das Produkt eines Vektors Enxı mit einem transponier- 


ten Vektor BI, ist eine nxm -Matrix der Form: 


m 
aı a,b, a,b, ... a,b, 
e ä2 a,b, a,b> ... azb, 
ab =,|# [bı b2 .. b] = . » B 
a, a,dı a,b Ber and 


Das dyadische Produkt ist nicht kommutativ: 


ab’tpnal. 


Al.4 Linearkombination und lineare Abhängigkeit von 


Vektoren 


Gegeben ist eine [n<m]-Matrix A; wir bezeichnen ihre Vek- 
toren mit &> i=1, 2... 


Das Produkt aus A und einem Vektor Uns ist ein Vektor: 


I 
m 


ba N 
val 


Einen Ausdruck dieser Form bezeichnet man als Linearkombi- 
nation: b ist eine Linearkombination der Vektoren a, von A. 


m Vektoren a], a5» .-., a, sind linear abhängig, wenn: 


Mm 
u] aı # U2 O2 +... + Un a, = 0 
für u#0, 


d.h., wenn es eine Linearkombination mit U» i=-1, ...,0M 
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gibt, die nicht sämtlich Null sind. 


Beispiel: 
Die drei Vektoren 


1 =] 0 
sı=|2| a» =|0| as = |-1 
3 1 -2 


sind linear abhängig, denn es ist 
esta +t20=0. 


Sonderfälle: 

m Vektoren sind linear abhängig, wenn einer der Vektoren S; 
der Nullvektor ist, oder wenn einer der Vektoren a, ein 
Vielfaches eines anderen Vektors a, ist. 

Die Einheitsvektoren (jeder Dimension) 


1 0 0 
&ı = |0| e2 = |1l| e; = J0 
0 0 1 


sind immer linear unabhängig. 


Al.5 Rang einer Matrix 


wir betrachten eine [n«m}-Matrix A mit 
Vektoren so» I=ls os. m und 
transponierten Vektoren 8 u I eg 


Die maximale Anzahl der linear unabhängigen Vektoren 4; be- 
zeichnen wir mit pP. die maximale Anzahl der linear unab- 
hängigen Vektoren 8; mit Pp* 

Pu ist der Spaltenrang, Pa der Zeilenrang von A. Es zeigt 


sich, daß diese beiden Rangzahlen übereinstimmen, so daß 
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man den Rang p einer [nxm|-Matrix durch eine der beiden 
festlegen kann. 

Eine Matrix A, die nur linear unabhängige Vektoren & und 
8; hat, ist regulär. Hat eine Matrix A linear abhängige 


Vektoren ao, oder 8 


i so ist sie singulär. 


ng 
Al.6 Determinanten 


Determinanten sind nur für quadratische Matrizen definiert. 
Unter der Determinante einer Matrix Anın versteht man die 
Zahl D, die sich nach der folgenden Formel berechnen läßt: 


D = det(a) = 5 a. A, (Al.l) 


v=l 
für jedes beliebige i = 1, ...,n. 


Ai sind die Adjurkten der Elemente a,;: Es sind Unterde- 
terminanten, die man aus der gegebenen Determinante durch 
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhält: 


Gleichung (Al.1l) ist der Entwicklungssatz für Determinan- 
ten, Die Berechnung einer Determinante nach (Al.1) ist äu- 
Berst aufwendig und sollte für n > 4 auf keinen Fall durch- 
geführt werden. 

Die Determinante zweiter Ordnung (n = 2) ergibt sich nach 
der Formel: 


aıı a2 
det] = Aıı @Aya - Aı2 Apı 
a2ı a22 
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Produkte in Richtung der Hauptdiagonalen sind positiv, 
senkrecht zur Hauptdiagonalen sind sie negativ. 
Für eine Determinante dritter Ordnung werden die ersten 
beiden Spalten nochmals hinter die letzte Spalte geschrie- 
ben. Die Produktbildung erfolgt wie bei der Determinante 
zweiter Ordnung: 
[} 
aıı Aı2 Aıy aıı Aı2 Ay „äy] ,Aıa 
detla,aı a22 Ana | = [ayı dan day ‚adı Ana 
a3] Ay2 Ayz a3, dan @3y3 |Ayı Ay2 
= Aı] A259 Ayy + d]n2 Ayyg Ay, + Ayz Anı Ay2 


= Ay2 Aa, dy3 = Ay) Any Ayn = A]g Ann Azı » 


Beispiele: 
I 2 1 0 
det = -3 det = 1 
2 1 2 1 


Im folgenden Beispiel wird a; = Agı» Ag2» Ayy gewählt 
(vgl. (Al.1)): 


det|2 1 l 


1 0 1 2 
= 1(-1)°*? det + 30-1379 get 
2 1 
= -1 - 9 = -10 (Berechnung nach dem Entwicklungssatz). 


Der Entwickiungssatz ist jedoch besonders einfach anzuwen- 
den bei Dreiecksmatrizen: 

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der 
Diagonalelemente: 


det(L) = Lıı Laa ... L 
L 


0} 


ij 0 für j> ii (untere Dreicksmatrix) 
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oder det(U) Uri Ua oc... U 


nn 

Hd =D für j <i (obere Dreiecksmatrix) . 
Die Determinante eines Matrizenproduktes ist gleich dem 
Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen: 


det(A B) = det(A) det(B) . 


Ist bei einer Matrix die Determinate Null, so bezeichnet 
man die Matrix als singulär. Ist die Determinante ungleich 
Null, so ist die Matrix regulär. 


AL.?7 Inverse und Halbinverse von Matrizen 


Eine quadratische Matrix besitzt nur dann eine inverse Ma- 
trix, wenn ihre Determinante ungleich Null ist. 

Man bezeichnet die Inverse von A, „, Mit a! 
Es gilt: 


Re 


A'a=l. 
Für das Rechnen mit Inversen gelten folgende Rechenregeln: 


Ken e 


T 


Rita 


Eine [n<n]-Matrix A bezeichnet man als orthogonale Matrix, 
wenn gilt: 


T T 


d.h, AlAsAA=L. 


Beispiele für orthogonale Matrizen sind: 

- Drehungsmatrizen (siehe Abschnitt 3.4) 

- Permutationsmatrizen (Vertauschungsmatrizen). 
Rechteckige Matrizen mit linear unabhängigen Zeilen be- 
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zeichnet man als zeilenregulär, solche mit linear unabhän- 
gigen Spalten als spaltenregulär. 
Für zeilenreguläre [nxm]-Matrizen gibt es Reehtsinverse, 
für spaltenreguläre |nxm] -Matrizen Linksinverse mit folgen- 
den Eigenschaften: 

(1) A zeilenregulär mitm>n,. 


_nxm 
Es gibt Matrizen B ] (Rechtsinverse) derart, daß 


olm«n 


A, In: 


(2) Ansm spaltenregulär mitn> m. 


Es gibt Matrizen Bolm«n] (Linksinverse) derart, daß 


BA: 


(3) Linksinverse und Rechtsinverse sind nicht eindeutig 
bestimmt. 


Die Vieldeutigkeit der Links- und Rechtsinversen kann durch 
zusätzliche Bedingungen beseitigt werden. Bezüglich näherer 
Einzelheiten wird auf einschlägige Lehrbücher der linearen 
Algebra verwiesen (Halbinverse und Pseudoinverse). Die Be- 
rechnung von Reehtsinversen wird im Anhang A2.1.6 gezeigt. 


Al.8 Die Hadamard'sche Konditionszahl 


Es gibt eine Reihe von Möglichkeiten zur Beurteilung der 
numerischen Stabilität bei der Berechnung der Inversen ei- 
ner quadratischen Matrix. 

Eine der bekanntesten Determinantenabschätzungen ist nach 
Hadamard benannt (vgl. Zurmühl /95/, Seite 212): 


[det(A)]| 
H 7 k 
|det(A)| ist der Betrag der Determinante der Un«n]-Matrix 
A, Z ist das Volumen des aus den Zeilenvektorbeträgen ge- 
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bildeten Rechtkantes; man berechnet Z wie folgt: 


Zeilenvektoren: gt v Tal, sun 
Zeilenvektorbeträge: a, =|/8 


Volumen d., Rechtkantes: Z = aı a2 ... a, . 


Die Konditionszahl Ku liegt zwischen 0 und 1: 
0< Ku al: 


(singulär) (optimale Kondition) 


Jede orthogonale Matrix und jede Diagonalmatrix mit Diago- 
nalelementen ungleich Null besitzt eine optimale Kondition. 


A1l.9 Positiv definite Matrizen 


Quadratische Matrizen werden als positiv definit bezeich- 
net, wenn gilt: 
>0 fürallex +0. 


Bei Gültigkeit der größer-gleich Relation bezeichnet man A 
als positiv semidefinit. 
Analog wird negativ definit erklärt, 


Beispiel: 
1 8||xı 2 2 
[xı X2] = XKı # X Kola +ß) +2 X. 
a 2 X2 
Es ist dies eine Parameterdarstellung für Kegelschnitte: 
Für o = ß = 0 erhält man z.B. die Ellipse: 


2 2 
%ı + 2 X, = const, 


Es läßt sich zeigen, daß positiv definiten Matrizen A immer 
konvexe Funktionen x A x = const. zugeordnet sind, wie im 
voriiegenden Beispiel die Ellipse. 
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A2 Spezielle Lösungsverfahren für lineare 
Gleichungssysteme und für Eigenwertprobleme 


A2,1l Lineare Gleichungssysteme 
A2.1.1 Allgemeines 


Ein lineares Gleichungssystem 


Arıı Xı + Aa X2 +... + Alm An = bı 
Azı Xı + Ana Ka +... + Az An = ba 
Anı x, + Anz Ka tt... + Am Si b, 
kann mit 
Ax=b (A2.1) 
in Matrizenform dargestellt werden, Gegeben sind Ars und 
Bux,, gesucht sind die Vektoren Xnxı, die (A2.1) erfüllen. 


Es gilt der folgende wichtige Satz: 
Das Gleichungssytem Ax = b mit Anxm? Bnxı hat genau 
dann eine Lösung Kqxj; wenn die Matrix A und die erwei- 
terte [nx(m+1)]-Matrix [A b] beide den gleichen Rang r 
haben. Die Lösung ist eindeutig für r = m (A quadratisch 
nichtsingulär). Für r < m hängt die Lösung von m - r Pa- 
rametern ab - die Lösung ist (m - r)-fach vieldeutig. 


Beide Fälle haben in den Matrizenmethoden eine zentrale 
Bedeutung. 


A2.1.2 Der Gauß'sche Algorithmus 


Anwendungsbereichr AX=5b, A,ın ” [A,,] 
- Koeffizientenmatrix A: quadratisch und nichtsingulär, 
- insbesondere für Handrechnung geeignet. 
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url Sa eNungssystetme 0232 [bon 


Kursbeschreibung: 


Aıı XKı + Aa Ra +... + An %n = bi 
Azı Xı + Ara Ka + 2. + Az x, = b2 
Anı Kı + Auz X2 + oo, + Ann Xn = bu 


Durch Zeilentausch wird sichergestellt, daß Ayı das be- 
tragsgrößte Element der ersten Spalte ist. 
Aıı = 0: Die Matrix A ist singulär, Abbruch - es gibt kei- 
ne eindeutige Lösung. 
Aıı # 0: Die erste Zeile wird nacheinander mit Faktoren 
A:ı 
=—; i=2, ..,n 


1 
i 
Ayı 


multipliziert und von den Zeilen i subtrahiert 


Azı 
—— (Aıı %ı + Aı2 X2 +... + Ayn x, = bı) 
Aıı 
Azı Aıa Azı Aı Azı 
> Arı %ı + Kt... + = bı 
Aıı Aıı Aıı o 
Azı Xı + Aaa X2 + 2... + Azn X b, 
Te ee en aa Er nn Eu a Tre 
neue 2, Zeile: 
Azı Aız Azı Aı, Azı 
has TE re a ee bı - 
Aıı Arı Aıı 
Mit der Vereinbarung 
Azı Aıa Azı Ay, 
a ee en Ad = Ay, —L 
Aıı Aıı 
und 
Azı 
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ist das Ergebnis der ersten Elimination: 


Arı fı + Aa Ka + o2.. + An X = bi 
f N - hi 

Ai2 Xa +... + A2n X = b2 

. Fran, A = b! 

An2-% Ann &n = En 


Die zweite Elimination beginnt in der zweiten Zeile: 
Durch Zeilentausch wird sichergestellt, daß A,, das be- 
tragsgrößte Element der zweiten Spalte ist (mit Ausnahme 
des Elementes in der ersten Zeile). 
AS, = 0: Die Matrix A ist singulär, Abbruch - es gibt keine 
eindeutige Lösung. 
A}, + 0: Die zweite Zeile wird nacheinander mit Faktoren 
Aiz 
a Ver se 
Ada 
multipliziert und von den Zeilen i subtrahiert. 
Ergebnis der zweiten Elimination: 


Ayı Xı + Aı2 X2 + Aız %a + ro. + Az % = bi 
Ada X2 + Ada Ka + 2» + Adn X ® b} 


u x BEL + n =, 
Aja X + Sn *n 3 


. 


n + BR n = n 
Ana X3 + Ann Kn bn 


Die Elimination wird fortgesetzt, bis A in eine obere Drei- 
ecksmatrix transformiert ist. 
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Wir bezeichnen die Elemente dieser oberen Dreiecksmatrix 
mit Ui; und die rechte Seite mit d;: 


Uı1xXı + Ur x + Ul3 ee | Um Xn = dı 
Unna 2 + Una X + u... + nnd 
Ua X3 +... + U;n Xn = da 
Ani hen ns * ee 
Um *n = 4y 


Die Lösung X berechnet man durch "Rückwärtseinsetzen": 


X E dn/Unn io 

ae = ld Un-iın nei : 

%, = (dı = Ur x J/Uyı = 
v2’ 


Die Determinante erhält man aus: 


det(A) = Uıı U, ... Uan 


Anmerkung: Bei mehreren rechten Seiten wird die Elimination 
für alle rechten Seiten gleichzeitig ausgeführt. 


Beispiel: 
Das Gleichungssystem Ax=b wird im folgenden mit dem 
Gauß'schen Algorithmus berechnet: 


8202 x -10 
2820| |x, 10 
0 28 2| |x, z -10 
20028 xy 10 


I» 
* 
n 

io 
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Die Eliminationschritte 


stellt: 

1. ES: (1) 
(2) 
3) 
(4) 
(2') 
(3') 
(4) 

TE 
(4") 


4. ES: (4 ) 
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Ergebnis der Elimination: 


Determinante: 


1 
8 2 0 2 -10 
we 
28 2 0 | 10 
| 
0-2 8 2, -120 
20 2 8 | 10 
ss 2 0,5 1, 2 I 
0 2 8 I -10 
I 
0 -0,5 2 750 22,6 
7, [7,4667 2,1333 ,-13,3333]| 2, BRTDEERFFRSENEEE 3333 
-2/7 
0 2,1333 7, 4667 13,3333 
0 !6,8571! 17,1426 
8 2 0 2 x -10 
3 
0 u. 2 -0,5 Xa 12,5 
00 RAR? 2,1333] | %3 -13,3333 
0 0 0 16,8571 X, 17,1426 
Lösung durch Rückwärtseinsetzen: 
Xı -2,5 
x%3 2,5 
%3 -2,5 
Ku 2,5 
det(A) = 8-7,5-7,4667-6,8571 = 3072 . 


(ES) werden zusammengefaßt darge- 


1/4 C;ı 


2/30 C;2 
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A2.1.3 Dreieckszerlegung nach Gauß mit Spaltenpivotsuche 
en a ee ee re er BE se Ir er I Ve SEN a ya 


Anwendungsbereich: Ax=b,_A =[A, 
- Koeffizientenmatrix A: quadratisch und nichtsingulär, 


- für Programmierung besonders gut geeignet. 


Kurzbeschreibung: 
Erster Rechenschritt: Dreieckszerlegung von A mit Zeilen- 
vertauschung. Durch die Zeilenvertauschung wird AzuA 


A=sY,A ud Ä=LU. 

L: untere Dreieeksmatrix 

U: obere Dreiecksmatrix 

Yn: Permutationsmatrix; entsteht durch Spal- 


tenvertauschung aus In 


Beschreibung der Dreieckszerlegung: 


Al, Aa Al, 1 U, U2 is USE 

Ada Ads Az, Lıı & U22 Ur; Un 

Ada Ad; Ag, "Ilzı I 1 Ur; U;n 
200: 0 

in nm .n 

Anz: Ans ai AD Lnı Ln2 Ins ı YUnn 


Bei der Gauß'schen Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotsuche 
wird die Ausgangsmatrix a? in die untere Dreiecksmatrix L 
und die obere Dreiecksmatrix U überführt, ak ist die Zerle- 
gung von A im k-ten Schritt. 


1. Sehritt: 
- Pivotsuche: h 
Pivotregel Ayı= max {JA |} di = 1, 2, u..,n 


Ist Air = 0, so muß die Zerlegung beendet werden, da A 
singulär ist. Durchführung eines eventuell notwendigen 
Zeilentausches. 

- Berechnung der 1, Spalte von L aus der ersten Spalte von 
Ad: 


ı 
für ie, con ist Li = AdızAıı 
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- Veränderung der Restmatrix von AP: 


für i=2, 20, N und I DE re 


ist A, = A; le A; ’ 
2. Sehritt: 
- Pivotsuche: 5 ; 
Pivotregel Az2 = max t]A;2|} RE Sr Ze PERERENNETEE 


2 
Ist Aaa = 0, so muß die Zerlegung beendet werden, da A 
singulär ist. Durchführung eines eventuell notwendigen 
Zeilentausches. 
- Berechnung der 2. Spalte von |, aus der zweiten Spalte 
von A: 
= Fr A . 1 2 
für i=3, ..0,0N ist Li2 = A,2/A22 . 


N 
- Veränderung der Restmatrix von A: 


für i=93I, 2, N und Be Re | 
2 1 


1 

ist Ai; = Ai; - Li2 Rz; 5 

Durch Fortführung erhält man im k-ten Schritt: 
- Pivotsuche: 


Pivotregel Ak, = max ak i.=.k,, en 


Ist Ah, = 0, so muß die Zerlegung beendet werden, da A 
singulär ist. Durchführung eines eventuell notwendigen 
Zeilentausches. 
- Berechnung der k-ten Spalte von L aus der k-ten Spalte 
von al, 
re a a 22) 
ik ik kK 


- Veränderung der Restmatrix von art, 


für kl, ee und I 0 < 0 re | 

2 k_ı.k-ı _ k-1 

ist Ai; = Aij Lik Ak; P (A2.3) 
Am Ende der Zerlegung ist das obere Dreieck von A" ein- 
schließlich der Hauptdiagonalen identisch mit der oberen 
Dreiecksmatrix U. Unterhalb der Hauptdiagonalen steht L. 
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Die Hauptdiagonale von L wird, da sie nur Einsen enthält, 
nicht aufgeschrieben. 


Anmerkungen: 

Bei unsymmetrischen Koeffizientenmatrizen muß in jedem Zer- 
legungsschritt eine Pivotsuche durchgeführt werden, 

Es gibt Varianten des Gauß'schen Algorithmus, bei denen ne- 
ben der Spaltenpivotsuche auch eine Zeilenpivotsuche (voll- 
ständige Pivotsuche) oder nur eine Zeilenpivotsuche durch- 
geführt wird, 

Beim verketteten Gauß'schen Algorithmus mit Spaltenpivotsu- 
che erzeugt man in jedem Zerlegungsschritt eine Spalte von 
L und eine Zeile von U. Im Vergleich mit dem hier vorge- 
stellten Gauß'schen Algorithmus wird die gleiche Anzahl von 
Rechenoperationen benötigt; für die Handrechnung empfiehlt 
sich der verkettete Algorithmus wegen der geringeren 
Schreibarbeit. Bei Koeffizientenmatrizen mit nur wenigen 
Nichtnullelementen ist das hier vorgestellte Verfahren für 
die Programmierung besser geeignet. 

Die Zeilenvertauschungen werden in einem Vertauschungsvek- 
tor (Zeilennummern als Elemente) festgehalten. Mit dem Ver- 
tauschungsvektor bildet man die Permutationsmatrix Y„ durch 
Spaltentausch aus der Einheitsmatrix In 


Beispiel zur Dreieckszerlegung: 


o1ı171 -1 1 

5 210 1 2 
ASA=-|lı 9001 3| (Vertauschungsvektor) 

E 4 


Die Pivotregel führt zu einem Zeilentausch zwischen 1. und 
2, Zeile: 


2.8.0 1 2 
oıı -1 l 
100 1 3 
-1 2 1 r 4 
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.. 


Zerlegung der ersten Spalte: 


L2ı 0, Lz 


Veränderung der Restmatrix von Ad: 


1 
Aaa2 = 1 Aa 
1 
Aa2 = 


ı 1 
Aya - 2,5 Ay 


[ 
Ü 
o 
5, 
>» 

“ 


ı 


0,5 


l 
0 
1 


Lyı 


1 
Azy 
1 
Azu 


ı 
Ayu 


-0,5 


Der erste Zerlegungsschritt ergibt damit: 


2 1.,0 
r-- --- --- 
1 0 ı 1 1 
A = ! 
u 0,5 1-0,5 0 
-0,5! 2,5 1 


Die Nwatregel führt zu einem 


4. Zeile von‘Ä: 


2 1 0 
era. 
-0,51ı 2,5 1 
0,51-0,5 0 
a 


Zerlegung der zweiten Spalte: 


L3a = "0,2, 


1 
Veränderung der Restmatrix von: 


2 
A3a = 0,2 
2 
Ays = 0,6 


Der zweite Zerlegungsschritt 


2 1 0 
2 -0,5 2,5 1 


1» 


0 0,4 10,6 


Lya 


2 
Az 


2 
Ay 


I 


[N 


y 


wer Mm 


Zeilentausch zwischen 2, 


m wm m 


0,4 


1 


= 2 


=> pP m 


ergibt damit: 


und 
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Die Pivotregel führt zu einem Zeilentausch zwischen 3, und 
4, Zeile vonA: 


2 ı 0 d 2 

0,5 2,5. 4-'2,5| 1a 
„425 

0 0,410,6 -2 1 

0,5 -0,2 10,2 1 3 


Zerlegung der dritten Spalte: 


Lus = 0,333 


2 
Veränderung des oberen Dreiecks von LIDR 
3 
Ay, = 1,667 


Damit sind L, U und V, bestimmt: 


1 a 0.8 

3 = 1000 

Kl 0: ee 4 “loooaı 
0,5 -0,2 0,333 1 o10o0 


le 
n 
o 
“ 
a 
' 
nm 


2 1,667 
Kontrolle: 
10 1 
= Fi 2 1 2 
Lu-Ääslg 1 .leka 
100 1 


Zweiter Rechenschritt: Vorwärts-Rückwärtseinsetzen 
Nach der Dreieckszerlegung wird die Lösung von 


A =b 


lP: 1x 


berechnet, ist die aus A durch Zeilentausch entstandene 


Matrix; entsprechende Vertauschungen ergeben b. 
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Es gilt: 

Ä=Lu 
Gesucht wird X: 

Lux=B 
Substitution: 

Ver 


- Vorwärtseinsetzen L y = b: 


Beginnend bei y, ergibt sich 


webi-r Liys (A2.4) 
i i ja 13° 
- Rückwärtseinsetzen U x = y: 
Beginnend bei Rn ergibt sich 
5 
x. = (y. - SP: S78) Y AI PrFREEN (A2.5) 
i Io 5-j4 19 I ii 
x ist die gesuchte Lösung, 
Beispiel: 
ı 1-1 l 
10 1 2 
oo ı|&%° |-ı 
- 7 | 2 -2 


Die Dreieckszeriegung und der zugehörige Zeilenvertau- 
schungsvektor sind bekannt (s.o.). Man erhält mit b ent- 
sprechend dem Vertauschungsvektor: 


1 0 yı 2 
-0,5 1 = ya -2 
0 0,4 1 vl |ı 
0,5 -0,2 0,333 1| |y, -1 


Daraus ergibt sich 


Yyı=8%, Ya*-l, ya =14 und yu = -2,667. 
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Für das Rückwärtseinsetzen ist 


2: 4-8 1 X 2 
2,5: 2. 
056°. '=2 X 1,8 
8 1,667| |x, -2,667 
und LT -1,6 » %3 = -3 , X2 = 2,4 » %, F 0,6, 


Berechnung der Determinante: 
Die Determinante von A erhält man als Produkt der Diagonal- 
elemente von U (wegen Li; = 1): 


n 
det(A) = TI U.. 
= Ya 
Für das obige Beispiel: 


det(A) = 2-2,5-0,6-1,667 = 5,0 


A2.1.4 Das Cholesky-Verfahren 


Anvendungebereich Ax=b, A=l[A,,] und Ay ah, 
- symmetrische, positiv definite Matrizen A, 
- besonders für die Programmierung geeignet, 


Kurzbeschreibung: 
Erster Rechenschritt; Dreieckszerlegung von A 


A=LL! 


Wegen der Symmetrie von A ist die obere Dreiecksmatrix die 
Transponierte der unteren, 


Ableitung von Rekursionsformeln zur Berechnung von ls wie 
bei der Gauß'schen Dreieckszerlegung (A2.1.3): 


ie.8 
en 1/2 
m Ayo 2 Lit! (A2.6) 
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=} 

A, 5 Lip Lk 
Bin me 5 er (A2.7) 

n L;; 

JJ 

Anmerkung: 
Eine Pivotsuche ist nicht sinnvoll. Aus Symmetriegründen 
müßte Spalten- und Zeilentausch erfolgen, dies führt jedoch 
bei positiv definiten Matrizen zu keiner wesentlichen Ver- 
besserung der Lösung. 


Zweiter Rechenschritt: 


Lösung des Gleichungssystemes 


- Vorwärtseinsetzen 
Beginnend bei y, er 


eln 


- Rückwärtseinsetzen [A K=y 
Beginnend bei Rn ergibt sich 


x, = (y, = Er x)/ı, 


Beispiel: 
Es wird die Dreieckszerlegung der folgenden Matrix durch- 
geführt: 


re 1 
6.3 2 

Er 2 ı 
sym. 10 


Die Zerlegung ergibt spaltenweise: 


Lıı = 1,732 
La ı = 0 La ” 2,449 n e 
Laı = -0,577 Laa = 1,225 La3 = 0,438 


0,577 Ly2 = 0,816 Ly3 


Lyı 0,755 Lyy = 2,9 


N 289 
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Zusammengefaßt als Matrix ist: 


1,732 

0 2,449 
-0,577 1,225 0,439 
0,577 6,816 'Dr66: 2,9 


Ir 
Io 


Berechnung der Determinante: 


2 


2 2 2 
det(A) = Lıı La2 E34. Lan . 


Dies folgt aus dem Entwicklungssatz für Determinanten: Der 
Wert der Determinante würde sich nicht ändern, wenn man ei- 
ne der beiden Dreiecksmatrizen so transformieren würde, daß 
die Diagonalelemente zu 1 würden. Diese Transformation wür- 
de die Diagonalelemente der anderen Dreiecksmatrix quadrie- 
ren. 


A2.1.5 Inversion einer symmetrischen, positiv definiten 


Matrix 


Anwendungsbereich: An „ 5Symmetrisch, positiv definit 
- Sonderfälle, bei voll besetzter [nxn]-Matrix und mehre- 


ren rechten Seiten (x n). 


Erster Rechenschritt: 
Berechnung von L nach Cholesky (A2.1.4). 


Zweiter Rechenschritt: 


Berechnung der Elemente von u =L= [e,,] nach: 
ei Ylıs 
i-1 
2 Lik ex; 
&; = 322.3 
L;i 
£ =0 i<j. 
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Dritter Rechenschritt: 


Matrizenprodukt A! = (hin! 


Anmerkung: 

Matrizeninversion sollte vermieden werden, wenn nur ein 
Gleichungssystem mit einigen wenigen rechten Seiten zu 1ö- 
sen ist. 

Die Inversen von Bandmatrizen sind im allgemeinen voll be- 
setzt, die Inversion fordert nahezu soviele Rechenopera- 
tionen wie die Lösung für n rechte Seiten. 


A2.1.6 Lösung eines speziellen unterbestimmten 


Gleichungssystemes 


Anwendungsbereieh: Gleichungssysteme der Form Ax = b, 


Anzm Mitm>n und Rang (A) = n. 


Die Norm der Zeilenvektoren von A ist von gleicher Größen- 
ordnung. Die Anwendung wird auf Gleichungssysteme be- 
schränkt, wie sie beim Kraftgrößenverfahren auftreten, Die- 
se Gleichungssysteme besitzen keine schwach linear abhängi- 
gen Zeilen. 


Allgemeine Sätze über die Lösung: 
(1) Ein homogenes Gleichungssytem 


Ax=0 mit An m>n= r (Rang) (A2.8) 


besitzt genau p = m- n linear unabhängige Lösungen 
Ks Ras nes %,* Diese Vektoren bilden ein Fundamen- 
talsystem, aus dem sich die allgemeine Lösung von 
(A2.8) mit op freien Variablen Ks er Base BEER rg auf- 
baut: 


x" = Xı Xı + X2 X2 + 22. + er x, . (A2.9) 


(2) Das inhomogene Gleichungssystem 


Ax=b mitA,mm>n=r (Rang) undb +0 (A2.10) 
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besitzt Lösungen u die jedoch nicht eindeutig sind. 

(3) Die Lösung von (A2.8) ist die Summe aus einer beliebi- 
gen Lösung des inhomogenen Systems (A2.10) und des ho- 
mogenen Systems (A2.9). 


x= x + zn = x? + XKı X tr 2. + & N . 


(4) Die allgemeine Lösung von (A2.8) läßt sich wie folgt 
darstellen: 


£=-Bb+3% 


mit 2 = 

A ER = In: Bolsen]* Rechtsinverse; x = B, b) (A2.11) 
h 

AB, =0, (Bx Imxp ]? Kern vonA,;,x = 83, X (A2.12) 


und beliebigen Koxır 


Allgemeine Lösung mit dem Gauß'schen Algorithmus 

Die Berechnung verläuft nach dem in Abschnitt A2.1.3 be- 
schriebenen Gauß'schen Algorithmus mit modifizierter Pivot- 
regel. Ausgangsmatrix ist eine durch Nullzeilen ergänzte, 
quadratische Matrix. Die Nullzeilen werden im Verlauf der 
Dreieckszerlegung durch Einheitszeilen [66 ersetzt: 


I» 
I j» 


Io 


Die Dreieckszerlegung erfolgt nach (A2.2) und (A2.3). Falls 
in einer Spalte k kein Pivotelement Abx > e (Fehlerschran- 
ke) gefunden wird, wählt man die k-te Variable x = 0, Die- 
se Zeile ersetzt die erste Nullzeile von a® in Form des 


k-ten Einheitszeilenvektors: 


1 . 
Ze 


Damit kann die Dreieckszerlegung fortgeführt werden. Da die 
Zeilen von A wegen des vorausgesetzten vollen Zeilenranges 
linear unabhängig sind, ergeben sich im Verlauf der Drei- 
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eckszerlegung genau p Pivotelemente zu Null (<e) und damit 
genau p Einheitsvektoren. Wir zeigen dies an einem 
Beispiel: 

Gegeben ist eine [5x8]-Matrix A; wir bilden die erweiterte 
Matrix: 


l-2-100 00 
13 023 00 
04 43 200 

j vo o01- 3-3 

Fe 

ja 0000 2 ı 


Wie bei dem in A2.1.3 beschriebenen Gauß'schen Algorithmus 
wird das Ergebnis der Dreieckszerlegung in kompakter Form 
angegeben: Die Matrizen L und U werden in einer [8x8 ]-Ma- 
trix zusammengefaßt; die Diagonale Li; = 1 wird weggelas- 
sen. 

Die Spalten und Zeilen von L und U ersetzen schrittweise 
die Spalten und Zeilen von 2, Die geänderten Matrizen wer- 
den mit Ar bezeichnet (k = 1, ..., 8); der Zeiger k kenn- 
zeichnet den Zerlegungsschritt. Der Vertauschungsvektor 
wird neben den Matrizen % angegeben. 


1,Schritt: 

Die Pivotregel führt zu keinem Zeilentausch. Die Zerlegung 
der ersten Spaite und die Veränderung der Restmatrix von A 
ergeben; 


1-2 -1 0 0 00 0 1 
4:13 ER 2 
24 EEE hl (a 
=“ dere. er ee 
a.‘ ee 3) IN 6: 
em essen z vektor) 
f) 7 
8 
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2. Schritt: 


Die Pivotregel führt zu einem Zeilentausch zwischen der 2. 
und 3. Zeile von Ä : 


ı-2-ı0 0000 1 
0 4 43 200 3 
a 2 3 ER 2 
ae u u Ge Be Zr 4 
oo oo o2 1 5 
2) ER EEE A: 4 
0 7 

8 


Die Zerlegung der zweiten Spalte und die Veränderung der 
Restmatrix von A ergeben: 


1 2-1 00 0 eo 1 
Bee en ee 3 

-1 0,25 0 2,25 -0,5 0,500 2 

re © 0 4 
Se Se a a a 5 
ea u I rl n 

0 7 

8 


3.Schritt: 

Die Pivotregel ergibt, daß es in der dritten Spalte kein 
von Null verschiedenes Pivotelement gibt. Die 6. Zeile von 
= wird als 3. Zeile der [8x8]-Einheitsmatrix angenommen. 


0 0 


oa sven eo wow - 
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a2 
Die 3. und die 6. Zeile von A werden vertauscht. Die Zer- 
legung ergibt keine Veränderung der Restmatrix und der 3, 
Spalte von L, 


4,Schritt: 

Die Pivotregel führt zu einen Zeilentausch zwischen der 4. 
und 6. Zeile von A . Die Zerlegung der 4. Spalte und die 
Veränderung der Restmatrix von Ä ergeben: 


0 0 0,444 -0,778 0,778 3 -3 


0 000 1 
3 3 

6 

RR 2.25 05 0 2 
A = 000 N) 0 5 
4 

7 

8 


5,Schritt: 

Die Pivotregel führt zu einem Zeilentausch zwischen der 5. 
und 6. Zeile von A . Die Zerlegung ergibt keine Veränderun- 
gen: 


2,25 -0,5 0,5 
0 0 0,444 -0,778 0,778 3 


os ppnrcavwve 


6., 7. und 8. Schritt: 

Die Pivotregei ergibt, daß es in der 6. Spalte kein von 
Null verschiedenes Pivotelement gibt. Die 7, Zeile von A 
wird als 6. Zeile der [8x8]-Einheitsmatrix angenommen, Die 
6. und die 7, Zeile von A werden vertauscht. Die Zerlegung 
ergibt keine Veränderung. 
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Die Pivotregei ergibt bei der 7. Spalte keinen Zeilen- 
tausch. Die Zerlegung ergibt keine Veränderung, 

Die 8, Zeile wird als 8. Zeile der [8«8] -Einheitsmatrix an- 
genommen. Zusammengefaßt ergibt sich damit am Ende der Zer- 
legung: 


1 
3 
6 
0,25 0 2,25 =0,5 0,5 2 
0 0 0,444 -0,778 0,778 3 -3 4 
7 
5 
8 
Damit sind L, U, V und i bestimmt: 
10000000 
00010000 
01000000 
00001000 
“= loooooo01o 
00100000 
00000100 
cooooo0o01 
2,25 -0,5 0,5 . 00100000 
U= I=[ooooo10o0 


-0,778 0,778 


oO 
oO 
oO 
oO 
oO 
oO 
oO 
— 


g 


Für die weitere Berechnung ist das Ausgangsgleichungssytem 
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durch die Festlegung der Einheitszeilen bei der modifizier- 
ten Pivotsuche erweitert worden: 


En (A2.13) 
1 x 
Gleichung (A2.11) wird erfüllt, wenn man in (A2.13) 


K=l,m und b=-l, 
setzt: 
A 1 
18 = 17 (A2.14) 
2 
Um Gleichung (A2.12) zu erfüllen, setzt man in (A2.13) 
b I Dxo und X = I, 
Damit ist: 
A 0 
IB, = (A2.15) 
22° 


Damit und mit den Dreiecksmatrizen L und U werden die 
Rechtsinverse von Ä und die Lösungsvektoren der homogenen 
Gleichung A x = OD berechnet. 

Wegen der Zeilenvertauschungen gilt: 


ÄA=LU. (A2.16) 
r : A 3 ; 
Anm ergibt sich aus ; durch die Zeilenvertauschungen, 


respektive durch Einfügen von Einheitszeilen. Für die Zei- 
lenvertauschung bilden wir aus dem Vertauschungsvektor die 
Permutationsmatrix Ya: Die Permutationsmatrix entsteht aus 
der Einheitsmatrix durch Zeilen- oder Spaltentausch (Anhang 
Al) und ist eine orthogonale Matrix: 


V'v=1 oder v=-v! 


Damit ist: 


(2.17) 


— 
tm I» 
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Die Berechnung der Inversen von A erfolgt durch Vorwärts- 
Rückwärtseinsetzen unter Berücksichtigung der Vereinfachun- 
gen, die sich durch die Einheitszeilen ergeben. Man erhält 
nit Aat=ulın, 

LU 


Mit (A2.17) ist dann 


K 


I I» 
I< 


Multiplikation mit v von rechts ergibt (vgl. (A2.14) und 


(A2.15)): z 
= [% 3). 


Der Rechengang ist in Bild A2,1 symbolisch dargestellt. 

Es gibt eine Reihe von Varianten zur Lösung desselben Pro- 
blems, so z.B. das Gauß-Jordan Verfahren /66/ oder eine 
skalierte Elimination (Spaltenskalierung, Robinson /71/). 
Wir beschränken uns auf das hier beschriebene Verfahren, 
weil es numerisch stabil und einfach programmierbar ist. 
Die Inverse. von A erhält man durch wiederholtes Vorwärts- 
Rückwärtseinsetzen, 


Ä 


- 
I-> |» 


(a) Rechte Seite zur Bestimmung von B.: 
Mit (A2.16) und (A2.17) ist: 


T 


ibe® (A2.18) 


(> 1» 


Für B, gilt nach (A2.15): 
AB,=0 und IB, =L. 


Multipliziert man Gleichung (A2.13) von rechts mit dB,» 
so erhält man: 


0 
zo. ET 
LUB,=W = Iner ® 


[05 
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(b) 


te) 


Zeilentausch 


Bild A2.1 Symbolische Darstellung der 


Berechnung von ER und Bi 


Wegen des speziellen Aufbaus von L und in ist: 


T 


Tr in MR, (A2.19) 


Le 
Rechte Seite zur Bestimmung von B,: 
Für B, gilt nach (A2.14): 


AB,=l und 18, =0. 


Multipliziert man (A2.18) von rechts mit B_, so erhält 
man: 
Til 


; (A2.20) 
0 


Rechte Seite zur Bestimmung von B b: 
Wenn ausschließlich die Unbekannten x berechnet werden 
sollen und nur wenige rechte Seiten b vorhanden sind, 
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ist es vorteilhaft, nicht 8, sondern 3, b zu bestim- 


1) 
men. Gleichung (A2,20) mit b von rechts multipliziert 
ergibt: 

b 
LUBh=- Wr 
[8 


Für die oben zerlegte Matrix wird die Berechnung von 8, und 
B gezeigt. 
Mit der oberen Dreiecksmatrix U und der Matrix der Ein- 
heitszeilen aus dem obigen Beispiel wird EM nach Gleichung 
(A2,19) berechnet: 

T 


DB. =i 


1-2 -1 
4 4 


2,25 -0,5 
-0,778 0 
u 


Durch dreimaliges Rückwärtseinsetzen erhält man B.: 


-1 -2 19,285 
=1...=] 9,643 


Wegen der speziellen Struktur von 1 beginnt das Rückwärts- 
einsetzen erst in der eingefügten Einheitszeile. 
Nach Gleichung (A2.20) wird B, durch 5-faches Vorwärts- 
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Rückwärtseinsetzen berechnet: 


I 
Lun,=- u 
- Vorwärtseinsetzen: 
il 
mit u Er =y ist Ly=:V r 
ı 
14 
t 17 
a 
l l 
01_,30ı 
-10,250 1 ee 
0 0,444 1 y.=|n:0 0 1) 
l 
oo 0.0! 
000901 
000080 


1 1 SL... 
2” |-0,444 -0,444 0,111 1 


- Rückwärtseinsetzen: 


mit y ist u 8, =y 


i-2-10 0 00 
a4 


eb 5, an 0 
-0,778 0,778 3 -3 


Io 


A2.1 Lineare Gleichungssysteme 425 


Durch fünfmaliges Rückwärtseinsetzen erhält man B.: 


-1,571 -2,571 1,143 4,286 -6,428 
-1,286 -1,286 0,571 


‚571 0,571 
0,571 0,571 -0,143 


Auch bei der Berechnung von ER beginnt das Rückwärtseinset- 
zen erst in der ersten in y belegten Zeile. 

Im folgenden ist ein Programm in FORTRAN IV zur Bestimmung 
von Bo und B, nach der Gauß'schen Dreieckszerlegung mit mo- 
difizierter Pivotsuche abgedruckt /85/. Das Programm be- 
rechnet B, und kompakte B, (siehe Kapitel 14.1). 

Für das Programm muß die Matrix Anxm Ir einer speziellen 
Form gespeichert werden. 

Die Zeilen von A werden beginnend mit dem ersten Nichtnull- 
element und mit einer konstanten Zeilenlänge m in eine 


Matrix Anm a, übertragen, Die Zeilenlänge m, wird durch 
die Differenz der Spaltennummern des letzten und des ersten 
Niehtnullelementes bestimmt. Die maximale Zeilenlänge für A 
ist: 

Max 7 Max {m} . 
Ein Vektor Zus enthält die Spaltennummer des ersten Nicht- 
nullelementes jeder Zeile. Im folgenden werden A, Ma und 


x 
2 an einer [7x12]-Matrix A gezeigt: 


12345678 9101112 
xx x “my = 4 1 
1x X1+ Mm. = 3 2 
xx xiem =5 3 
A=|mı =6+ 3 xx x! 4 
nn; = 4 ix Re) 5 
Me = 3 »IX x! 6 
m, = 2» ıx xl7 
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1 xx x 
3 x x 
1 X 
>NM ax zm,=6 zZ = 6 A = Ix x 
4 x 
8 x 
11 xx 


Beschreibung der Eingabedaten für GAUSS2: 
AL: Eindimensionales REAL*4 Feid 
IL: Eindimensionales INTEGER*4 Feld 


AL oder IL muß ein Feld des COMMON-Bereichs sein. Seine 
Länge wird im Hauptprogramm festgelegt. In GAUSS2 werden 
die beiden Felder durch eine EQUIVALENCE-Anweisung überein- 
ander gelegt, so daß wahlweise REAL- oder INTEGER-Größen in 
den COMMON gespeichert werden können. Die ersten 350 Ele- 
mente dieser Felder sind für die Übertragung einfacher Va- 
riablen reserviert. 


IL(63) = N E Zeilenzahl von A 
IL(60) = M =m : Spaltenzahl von A 
IL(52) =Ml © m, : untere Bandbreite von A nach Ab- 


schnitt 14.1 
m : Spaltenzahl von A 


u> 


IL(59) = M121 


IL(67) = NMAN u Anfangsadresse der Matrix A 

IL(10) = IEND : Adresse des ietztbelegten Elementes 
im Common 

IL(4) = LANG : Länge des Common-Bereichs im Haupt- 
programm (LANG > 350) 

IL(99) = EPS : Maschinengenauigkeit (= 3,0-.10°!! für 


Telefunkenrechener TR 445) 


IL(5) = IDl : Nummer einer Hintergrunddatei mit di- 
rektem Satzzugriff zum Zwischenspei- 
chern der oberen Dreiecksmatrix 

IL(8) = 1D4 : Nummer einer sequentiellen Datei zum 


Abspeichern der Spalten von B, und B, 
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IL(3) = KA : Kanalnummer des Druckers 

IL(113) = LMAT: Parameter zur Steuerung der Ausgabe (z.B. 
zum Testen) 
LMAT = 0: keine Ausgabe 
LMAT # 0: ausführliche Ausgabe 


IL(29) = IS : Anfangsadresse des Vektors der Länge N + 1, 
dessen erste N Elemente mit den Elementen 
von z vorbelegt sind (IS > 351) 

IL(25) = IGU : Anfangsadresse eines Hilfsvektors der Länge 
IR= M - N; dieser Vektor braucht nicht 
vorbelegt zu sein 

IL(28) = IZ : Anfangsadresse eines Hilfsvektors der Länge 


N, der nicht vorbelegt ist 


Alle ‘oben aufgelisteten Parameter müssen vor dem Aufruf von 
GAUSS2 belegt sein (mit Ausnahme der Vektoren mit den An- 
fangsadressen IGU und IZ). Die Zeilen von A müssen mit der 
konstanten Länge Ml21 2 Mnax vorliegen, 


Common-Belegung vor dem Aufruf von GAUSS2: 


N+1 IR N M121* N 


FELD _AL 
Is} 16U Iz | NMAN IEND 


Beschreibung der Ausgabedaten: 
Nach dem Aufruf von GAUSS2 stehen dem aufrufenden Programm 
die Matrizen B, und B, zur Verfügung, 


IL(29) IS : Anfangsadresse des Vektors, der die Nummern 
der Unbekannten enthält, die nicht als freie 
Variable gewählt wurden 

IGU : Anfangsadresse des Vektors, der die Nummern 
der Unbekannten enthält, die als freie Vari- 
able gewählt wurden 

IZ : Anfangsadresse des Zeilenvertauschungsvek- 


tors 


IL(25) 


IL(28) 
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ıL(10) = IEND: Adresse des zuletzt belegten Speicherplatzes 


COMMON-Belegung nach dem Aufruf von GAUSS2: 


FELD_AL 
ıs| zeu| ız| zeno 


Die Matrizen ER und B, sind spaltenweise in der Datei 1D4 
abgespeichert. Die ersten N Sätze der Datei ID4 enthalten 
die Vektoren von ER in der vollen Länge M. Die restlichen 
IR Sätze von ID4 sind die aktuell belegten Teile der Spal- 
ten von B.. Jeder Satz bezüglich B, hat den folgenden Auf- 
bau! 


13, Ele bin Din Beige en Digg > 


Hierbei ist b,_), das erste und b, das letzte Nichtnullele- 
ment einer Spalte von B,. Die j-te Spalte sei beispielswei- 


se: 
P——————————— 4 = 21 ———f 
T 


B. = [0 000ab0c00def0g000000]. 


—XA)] 
BP— 11 = 11 ——) b-13 = 6-| 
Dann hat der i-te Satz der Datei ID4 die Forat: 


6, 11, 9, 0, f,e, d, 0,0,c,0,b,a, 
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Von Marke A bis Marke B: 


Anwendung des Gauß'schen Eliminationsverfahrens auf A und 
Aufstellen der Matrizen L und U; Wahl der statisch Unbe- 
stimmten, 


Von Marke C bis Marke D: 


Spaltenweise Berechnung und Abspeichern (in der Datei ID4) 
der Matrix B,. 


Von Marke E bis Marke F: 


Die obere Dreiecksmatrix wird zur Berechnung von B, un- 
transformiert und in die Datei IDi geschrieben, 


Von Marke F bis Marke G: 


Die Koeffizientenmatrix der IU+l-ten Spalte von B, wird aus 
der Datei ID1l in den Kern gebracht. 


Von Marke G bis Marke H: 


Anwendung des Gauß'schen Eliminationsverfahrens zur Berech- 
nung des besetzten Teils der IU+l-ten sabte von B,5 Ab- 
speichern in der Datei ID4, 


A2.2 Eigenwertprobleme 
A2.2.1 Problemstellung und Eigenschaften der Lösungen 


Wir beschränken uns hier auf Eigenwertprobleme für Matri- 
zengleichungen und auch hier noch auf die einfachsten Pro- 
bleme, wie sie in der linearisierten Stabilitätstheorie 
auftreten. Für weitergehende Ausführungen und für die Dar- 
stellung von Lösungsverfahren verweisen wir auf die um- 
fangreiche Literatur (Eigenwertprobleme). 
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Man unterscheidet zwei Problemstellungen: 
Die spezielle Eigenvertaufgabe 


(A-ı1)x=0 (A2.21) 
und die 
allgemeine Eigenwertaufgabe: 

(A-ıB)x=0. (A2.22) 
Anzn: beliebige Matrix (reell, komplex), hier reell, 
Ansn: FIERTSTHSEThE Hakıia, > kann auch ansteiie von 5 


die Matrix A als nichtsingulär vorausgesetzt werden; 
auch B wird hier als reell vorausgesetzt, 

A: Skalar, es gibt n Werte Aı, ..., Ans die diese Glei- 
chungen erfüllen; sie können reell oder komplex sein, 
auch bei reellen A und B; es sind die Eigenwerte. 

EIER: Es gibt n Vektoren Ki een Ans die den Eigenwerten 

zugeordnet sind; es sind die Figenvektoren, 
Man bezeichnet x als Rechtseigenvektor, zur Unter- 


scheidung von y als Linkseigenvektor: 


In Sonderfällen stimmen x% und y überein, 


Für Eigenwerte gibt es eine Reihe von Sätzen, die wichtig- 
sten sind im folgenden zusammengestellt: 


(A) Die spezielle Eigenwertaufgabe 


(1) Die spezielle Eigenwertaufgabe besitzt genau n reelle 
oder komplexe Eigenwerte A; als Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung: 


det(A-ı l)=0, (A2.23) 


Jedem Eigenwert ist mit der Vielfachheit seines Auf- 
tretens ein Eigenvektor x (und y) zugeordnet, 
(2) Die Anzahl der Eigenwerte, die ungleich Null sind, 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(b) 
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stimmt mit dem Rang r von Ausn überein, oder: 

Die Anzahl der Nulleigenwerte 1, = 0 stimmt mit dem 
Rangabfall n- r = p überein. 

Es gibt nur dann mindestens einen Eigenwert 1,5 0, 
wenn det({A) = 0. 

Die Spur sp(A) der Matrix A ist gleich der Summe der 
Eigenwerte: 


sp(A) = E A:; si tr eo.. + (A2.24) 
ı 


FOR 
Die Determinante der Matrix ist gleich dem Produkt der 
Eigenwerte: 


det(A) = Aı Az... A, * (A2.25) 


Die Linkseigenvektoren und Rechtseigenvektoren Kir Ik 
zweier verschiedener Eigenwerte 1; + Ar sind zueinan- 
der orthogonal: 


T E 
Kr 2. 


Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind 
linear unabhängig. Zu einem einfachen Eigenwert gibt 
es genau einen Eigenvektor und zu einem p-fachen Ei- 
genwert gibt es mindestens einen und höchstens p Tine- 
ar unabhängige Eigenvektoren. 


Die allgemeine Eigenwertaufgabe 

Nach Voraussetzung ist B positiv definit; man könnte 
deshalb durch Linksmultiplikation mit 8”! die allge- 
meine Eigenwertaufgabe auf die spezielle zurückführen: 


BTAaA-ılı=O. (A2.26) 


Alle Sätze für die spezielle Eigenwertaufgabe geiten 
damit auch für die allgemeine. Diese Transformation 
wird man jedoch im allgemeinen vermeiden, da sie eine 
eventuell vorhandene Bandstruktur von A und B zerstört 
und auch numerisch sehr aufwendig ist, 
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unit 5 för 


Für symmetrische Matrizen A und B gibt es dref weitere dre- 
sentliche Sätze: 


(8) Die Eigenwerte A. bei symmetrisc 


i n Matrizen A und B 


sind reell. 
(9) Die Eigenwerte 4, bei symmetyischen Matrizen A und B, 
und A oder-B" positiv definitz sind positiv. 
(10) Bei symmetrischen Matrizen sind Links- und Rechtsei- 
genvektoren gleich. 


Die Transformation des allgemeinen in das spezielle Eigen- 
wertproblem nach Gleichung (A2.26) bewirkt, daß das Matri- 
i A nicht mehr symmetrisch ist. Die Bandstruk- 
tur ist ebenfalls zerstört. 

Unter der Voraussetzung, daß die Matrix A symmetrisch und 
positiv definit ist, kann sie mit dem Verfahren von Choles- 
ky {Anhang A2.1.4) zerlegt werden: 


zenprodukt B” 


A=LL. 
Damit wird das allgemeine Eigenwertproblem zu: 


Lılx-ıBx=0. (A2.27) 


Substituiert man hierbei [! % durch y, so gilt: 


y=-ıx ud x=c(utjhly. 


Eingesetzt in (A2.27) erhält man: 


Ly-aBte)ly=o. (h2.28) 


1 


Durch formale Erweiterung mit L’ von links wird (A2.28) 


zu: 
IP ei ee, 


Damit ist das allgemeine Eigenwertproblem in das spezielle 
überführt: 


und ı=e1NA. 


438 A2 Spezielle Lösungsverfahren ... 


Die Eigenvektoren und Eigenwerte dieses speziellen Eigen- 
wertproblems lassen sich in die Eigenwerte und Eigenvekto- 
ren des allgemeinen Eigenwertproblems transformieren. Es 
gilt: = BE, 

ı = 1/X und X=(L ) Y« 


A2.2.2 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren mit 
An RAS Ey Bell Ser ans RE re a SL E ISSEULHEL (re Bar 


der charakteristischen Gleichung 


Die Lösung einer Eigenwertaufgabe mit der charakteristi- 
schen Gleichung besitzt wenig praktische Bedeutung für grö- 
Bere Matrizen. Wir zeigen den Lösungsweg deshalb hier nur 
für ein einfaches 

Beispiel: 

Gegeben ist die spezielle Eigenwertaufgabe: 


3 0 er 
er ı" |Ix=0o. (A2.29) 
2 o0ı er 


Man erhält die charakteristische Gleichung (vgl, (A2.23)) 


3-1 1 0 


deren Nullstellen A), A2 und A, zu bestimmen sind. 
Wir betrachten zunächst die Determinante: 


3-4 1 0 3A 1 
1 -Mı 1 ı -1Ir 
2 0 1-, 2 0 


= (r-3){1Hr)(1-9) +2 - (l-a)=0. 


Gesucht sind die Nullstellen von: 


(AH) [a-3) (Ir) +1]=0. 
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Die erste Nullstelle ist 
Ar = 1 3 


die zweite und dritte erhält man durch Nullsetzen der ecki- 
gen Klammer aus: 2 
A A +2=0 


zu A273 = 2 + Y2. 


Es ergeben sich also drei reelle Eigenwerte. 

Wir zeigen zunächst einige einfache Kontrollen: 

Nach Satz (4) ist die Spur von A gleich der Summe der Ei- 
genwerte: 


sp(A) = 3 = -1 + (2 +V2) + (2 -V2). 


Nach Satz (5) ist die Determinante von A gleich dem Produkt 
der Eigenwerte: 

1,1 

2 1 


(-1)(2 +Y2)(2 - Y2) 


(Berechnung nach Gleichung (Al.1)) 


1 
det(A) = 3(-1)" ı|+ en’ 


=-3+1=-2 


Die Determinante ist ungleich Null: A ist nichtsingulär und 
es gibt keinen Nulleigenwert (Satz (3)). 

Im folgenden wird nun der erste Rechtseigenvektor berech- 
net. Durch Einsetzen von A, = -1 erhält man aus (A2.29) ein 
homogenes Gleichungssystem: 


1 0] I 
0 1 Ka =0. 
0 2 X3 


Nach Satz (7) besitzt es eine Lösung, wir können also über 
eine der Komponenten von X, frei verfügen, z.B. %, = a set- 
zen. Dies ergibt: 


4 1 x, {1} 
10 x) =a|-1 
20 52 
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Die Koeffizientenmatrix des Restsystemes besitzt genau eine 
linear abhängige Zeile: Die zweite oder dritte Zeile, Durch 
Streichen einer der beiden ergibt sich: 


JE] 


mit der Lösung: 
%ı = -a und %2 = ba. 


Damit ist der erste Rechtseigenvektor bekannt: 
-1 
Kı ra ä 
l 
Aus dem Rechengang erkennt man, daß der Eigenvektor nur bis 


auf einen Faktor a bestimmt ist, Üblicherweise werden die 
Eigenvektoren normiert, so. daß: 


la Ta 


Im vorliegenden Fall ergibt dies einen Faktor: 
a= Vi. 


Die übrigen Eigenvektoren werden analog berechnet. 


A2.2.3 Iterative Lösung nach R. von Mises 


Das von Mises'sche Iterationsverfahren ist für die Lösung 
von Stabilitätsproblemen gut geeignet: 

- Die Lösung des allgemeinen Eigenwertproblemes wird unter 
Beibehaltung der Struktur der Matrizen A und B erhalten 
(2.8. Bandstruktur). 

- Es liefert den größten Eigenwert und den zugehörigen Ei- 
genvektor. 


Voraussetzung: 
A und B sind beide reelle symmetrische Matrizen, B ist po- 
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sitiv definit. 


Problemstellung: 
(A-ıBx=0. 


Gesucht ist der größte Eigenwert Anax > P und der zugehö- 
rige Eigenvektor x. 


Iterationsanfang: 
1,0. x, + 0 sonst beliebig . 


v-te Iteration: 
Lösung des Gleichungssystemes 


Bx A 


x . 
- Hl -— 


(A2.30) 


Berechnung des genäherten Eigenwertes (Rayleigh-Quotient): 


T T 
x Ax x Bx 
NE = Falke Se ee (A2.31) 
y! Bx „I B x 
m. = 


Iterationsende: 
IA, - Lumen 7 2 SURER < Fehlerschranke . 


Es 1äßt sich zeigen, daß das Iterationsverfahren konver- 
giert /96/: 


Wenn höhere Eigenwerte zu berechnen sind, gibt es lei- 
stungsfähigere, direkte Verfahren /88/. 

Wenn anstelle von B die Matrix A positiv definit ist, er- 
weitert man (A2,16) mit 1/ı und substituiert 1/X durch A. 
Im Falle der allgemeinen Eigenwertaufgabe ist in jedem 
Schritt ein lineares Gleichungssystem (A2.30) zu lösen. Die 
Lösung erfolgt mit dem Cholesky-Verfahren mit Dreieckszer- 
legung und Vorwärts-Rückwärtseinsetzen im ersten Schritt; 
in allen folgenden Schritten bleibt die Dreieckszerlegung 
unverändert und es ist nur Vorwärts-Rückwärtseinsetzen er- 
forderlich, 
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Mit der in A2,2.1 gezeigten Transformation kann man das 
allgemeine Eigenwertproblem in das spezielle transformie- 
ren. Beim speziellen Eigenwertproblem kann man sich die Lö- 
sung des Gleichungssystems (A2.30) in jedem Iterations- 
schritt sparen. Die lIteration nach R. von Mises für das 
spezielle Eigenwertproblem ist im folgenden zusammenge- 
stellt: 


Problemstellung: 
(A-ı x =0. 


Gesucht ist der größte Eigenwert Asse? 0 und der zugehö- 
rige Eigenvektor x. 


Iterationsanfang: 


702%, 4 0 sonst beliebig . 


v-te Iteration: 
genäherter Eigenvektor 


De Ax,: (A2.32) 
genäherter Eigenwert 
7 
x Ax xx 
pe N (A2.33) 
x! x xx 
- u u} 
Iterationsende:; 
IA, - I < Fehlerschranke 


Wir zeigen das Iterationsverfahren hier an einem einfachen 
Beispiel: 
Gegeben ist das spezielle Eigenwertproblem: 


10 2 


6 100 
3|-ajlo ı oll=o. 
5 ooL1 


Gesucht sind Alax und X. 
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Die Berechnung erfolgt in Form zweier Tabellen: 


A xı X2 X3 xy %u /||%4| 


13,3333 
14,,8699 ea 
14 ,9359 a er 


1 
2 
3 
4 


14,9386 


Der exakte Eigenwert ist A = 14,9387 und der exakte Eigen- 
vektor hat die Form: 


hub 


A3 Elementka talog 
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Für die folgenden Elemente sind die Elementmatrizen zusam- 
mengestellt: 
Fachwerkelemente (a) eben 
(b) räumlich 
Stabelemente (a) räumlich 
(b) Trägerrost 
(c) eben mit N, Ms M, als Fı, Fa, Fa 
(d) eben mit N, Q,, M, als Fı, Fa, Fz 
(e) eben mit Momentengelenk 
Federelemente (a) Senkfeder in der Ebene 
(b) Drehfeder in der Ebene, 


Zusammenstellung der Matrizen ih, N (a'y; Bi Kl, Kt 
und 2 für die Transformationen: 


ER 
Bee 
Br 104 
38.) 
(ea ee 
save, 
I te 
En, 
6.1, 
ae er 
— | —_— -{g — 
In Matrizen wird für die Stablänge der Buchstabe £ verwen- 
det, die Indizes £ und r bezeichnen das linke oder rechte 
Stabende. Das linke Stabende ist der Koordinatenursprung 


der lokalen Koordinaten. 


3,1 Ebenes Fachwerkelenment 


445 


A3.1 Ebenes Fachwerkelement 


x 5,0, 
i N > Su, 
2 Ei 5.U, } 
N SU, 
” Ka = S.u, 
Neu \s,., Is u 
= © 5 [ y -c 
[} = 
0 B s ca -s 
T =K- Ly = ---+---- Re 
1 Ic -s c 
0 I 
0 = i s c s 
' 
2 oo cesı-c -c5 
t 
s? 1 -cs -s 
£ i EA i EG UP LEN REENERRIEN 
£' -[ ] Kire [ ki - EA 
TIER z :e = £ sym I ce es 
! 2 
' s 
s? “IL 1-52 sc 
2 -c? c = cosa = (x. -xg)/L 
ee ar = rxe)/tı 
re 7 ee Rei s = sina = (z,-2,)/£, 
sym ı 5 -sc 
! 2 
1 


446 A3 Elementkatalog 


A3.2 Räumliches Fachwerkelement 


ri. xt . fa 
= EA -r [4 
2 1 2 
ı Fuifıa Srıcıal Sr "eier "rıkıa 
ER ER N BET RR. =& -C42C 
12, 21a: 12 12 12713 
c? 1 -c - 
i_EA 13. san "9362 13 
keil--- +- - - - ---- - — -| nit c,,=c0so 
t H c? 6.6 €; se 5 ie 
ı fe 11012 11°13 
! 2 
sym. 1 c12 C42C13 
n 
I 2 
c 
ı 13 


Berechnung der Kosinuswerte (cos 25) nach Abschnitt 3.4 
Gleichung {3.6)- 


Ma 
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A3,3 Räumliches Stabelement 
En TE WR RL rl LE. 


» > Se ee S7.U7 
‚2 v FR, 59.üg Uri 

{ 33 6% B Sgug 
5,.U, 5 u‘ 

YA de Be 5, Ei Sp 

—e i —e —an Fr Su, 
3.0, 3,0, 5,0 St 
U >20: 5g.Ug Y 
S2.43 


nr ıfaıkaı N 
u ©12°22°32 
m © 13°23°33 h 
Ve cat } 
020-1 22 
et [rn FE 1323 Cal 
= Kurtzıfaı 
Kı2 22°32 
Kı3°23°33 
° I ZERSTRER 
n ! ©12°22°32 
H ©13°23°33 


%:j = c0s %; 


hu8 


0 
", "2 
Berge 
-te,, 86, 
"tc,, Fe 
(ty? em 
Ci. Ca 
Gar 833 
Sa3 +33 
N) 
ao 0 
12E1, 6 
e t2El, 
Bi = & 


SsyM- 


] 
I 
| 
N iu 
j 
I.e = -c 
ei 21 31 
Kein "5, "8 
Eee 
l 
8 
1 
[} 
! ehr. "Can Sl 
Eis. “ar a2 
: En, cas,» Sa 
0 oo 
-6E1 
h) 0 2 
[2 
6EI 
o — 
Gl = 
= N) 0 
4El 
—, 0 
& 
del, 
2 


KT = ah « a 
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0 0 00 0 
Ö e? 
HT. Q 0 0 ET 
z z 
23 _22 
xı !' m 0 
y: y 
24 

0 0 
ET 
sym & 0 
My 
E& 
E, 


i 


Multiplikationen 
vom Rechner aus- 
führen lassen! 


Berechnung der Kosinuswerte (cos 25) nach Abschnitt 3.4 


Gleichung (3.6) 
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A3.4 Trägerrostelement 


rRM 


Rfe 
{; 


7 


-1 .0 0 1 I 
l 
db -1 0 c st 0 
} A 
i £ 0-1 i s cl 
rer: ee 
0 = 4 
[1 
0 10 0 l c 
o 04 i s 
-1 0 
3 a 
Be t &L 
x Er, 0 ZET, 
fc -s -c 
T i £ 
ta!) =|--- --- t-)| 0 0 
2 1 0 E T 
0 c-s 2? 0 t 
Tr En 
0 F y El, 
12E1 6EI 
a. el. 2 5 
? 0 fE c = c0sa = (2.rgdik; 
61 s = sina = (y,-yg)/E 
EN 0 Ti 0 u 4 i 
Kr a 
El, : 4El, 
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6 


12c,/e? SBt,s7& = 6c,c/t j-12c /E?  wbc s/2 -5c 0/2 


ge u Wie € Lu 2 
{288 ‚5 rc,c” TERENEEE er Ba Br "We Fe,)cs 


? 3 21 Y I) Pe) 
ir Y fee +0,85 a Pac eerc,s 
k a 

‚tze,/t Be, s/t Be ,c/t 
I er 

sym. | 4c s?+c_c? A 4e_)sc 
" 1 2 12 
I 
I 


4c c?+c_s? 
ı 2 
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A3.5 Ebenes Stabelement Typ-a 


0 0 c =s a 
0 -1/E 178 se 91 Q 

l 

, ı 0 o 0 1j 
2 KR | BERSEENEN BEER We ----- 4-- - —- - 
u 0 0 e\ rc -s 0 
1/E NE v s c 0 
na ge rc 


-5  »c/k -c/k [4 0 0 
ER 
Ans KNIE SER ans, € 2 
0 -s/t -s/£ ” SET, BET, 
u 0 Er Sn 
ey y 
0 ö 1 “ 
[ER 0 0 
[ä 
c = cosa = (Kr; bels = 2EI 
s = sina = (z.-2,)/£ 2 
Beni 2EI, Ael 
n Y y 


452 A3 Elementkatalog 


65? /L?rc,c? “ösc/t?rc sc 3s/2l-65?70?-c,c? 6sc/t?-c sc 35/8 


2 


6c?/trc,s? zen] 65c/l?-c sc -6c?/1?-c,s "Ic/t 
na 29 REES RNHRRE dal ae > ZIEH 
r € 2ypın +2 a 
sym 1 65° /£ +c,c" -5sc/t +c,sc -Is/k 
ji 
| Sc?/Lrcs?  3c/ 
I 
I 2 
= AlZL, 


ı 

87 _ sc sd 

5 52 10} 

Ki. 2 

5£ 10 | 

$ 2e | 
k'= Fıl___ 15 | 
an * PER DE 3 ee a ne a rt 
! 

1 

! 

sym. I 

I 

1 

I 

] 
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A3.6 Ebenes Stabelement Typ-b 
—____ [0700399 


-c s 0 

-s- % € 

FR rg! 0 
w@hT-[--- ln. 

e»s$ 0 ” 3ET, 2ET, 

seh oo; 2 

2ET, ET, 
0 [H} 1 


u5h 
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-65? 72?-c,0? Bsc/E?-c,sc Ist 
6sc/t?-c,se -se?/t?-e,s? -scil 
65? /2?+c,c? -6sc/R?+c sc -35/k 

6c?yt?+c,s? 3c/k 


2 


65? j8?+c,c? -6sc/k?+c,sc 
6e?/t?+c, s? 
. S2EI 
K' = SV li oc cs seseeae 
4 sym 
z AlZL, 
65? se 
52 St 
6c? 
SL 
i 
k = Fj N 
=g 


sym. 
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A3.7 Stabelement mit Momentengelenk 


=] 0 

0 -1/a 

0 1 

1 0 

0 1/a 

0 ba 
=c s/a 
-5 -c/a 

PN BEE 

(q -s/a 

s c/a 

0 b/a 
Red 
zu 17 


= c05a 


= sina 


Ki - se 
Mr 


I 


! 
u 
l 
a 
11 
FRE EIBAREUNG SRIEELCHERPEB: WER: 
ce -s 090 
Is ce 0 
j 
I 0 0 1 
() 
3 
nz) 
a 
D 
ta? 
2a’) 
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PRIOR SIR I 2, 2 E 
Ce egrtze © E46,F0,5C ne, j ec, ze 6485 c,5C C,cze, 
2 2 2 2 
Ceg+c,s CE, | CyEyEg7Czes -C,C5-C0,5 636, 
j 
° ] -.. CC, ec, 
j  2El EB 
Bes n sau : \ 
sym ] € c,+c,c ee gEstezes -C,C,C, 
| 2 2 
t © egtc,s C 036, 
j 
| 2 
1 ©,e, 
322? 


c 


> PIFEFEN e, = A/LEL,) e,® b/a 4: s/a c. > c/a 


Aunaet : 


une 
L [3 
- “as u)se 5b 
race Wasedsce 5% ts e (e, 2 ı 
er rn, .t {ch 
ans? 4t a (e, [)se -c c "6,3 [} 


0,0” ) -c,56 ea 


—— er — — — nn 
{ sr ec be, udste 65 b 


t 


Symmelni > erh s ech 


nm 


5E24 6 ER 
9453 Zu 
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A3.8 Senkfeder in der Ebene 


0 : R 
T= Br 15? (a'yT ll 
1 c 
0 s 
"=[1/e,] 
f' =[1/e,, 
eo cs 1-0? es an j 
5 I { C x» cost = DDR, 
N s = sina = (z,-2,)/2 
a w sym. 1 c? cs NE ü 
1 
[1 52 


c, ist die Federkonstante. 
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A3.9 Drehfeder in der Ebene 


\ Su; 


T' =[-- LI) =|-+- (al ac 
De a ı 
1 011 ) 
# - [Ve] Kr = [6] 
11-1 
j 1 
ko ae 
I 


c, ist die Federkonstante. 
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DIN S4230-EDV FROGR. »BAUWESEN 3831 
DIREKTE STEIFIGKEITSMETHODE 99,107 
DREHUNGSFAKTOR-VERF .V.KANT 256 
DREHUNGSMATRIX 38 
DREHWINKELVERFAHREN 110 
DREIECKSMATRIX 204,386 
DRETECKSZE GUNG 71,405 
DREINOMNENTENGLEICHUNG 17 
DRILLMOMENT 34 
DURCHLAUFT :GERBERECHNUNG 322,231 
DURCHSCHI.AGFROBRILEM 208,330 
DYADISCHES FRODUKT 393 
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DYNAMISCHE KRAEFTE 159 


EBENES STABE 


MENT-DREHUNGSMAT. 41 
-VORVERFORM. 136 
E TGENSFANNUNGSZUSTAND 183% 
-KOMFAKT 356 
MATRIX 191 
304 
438 


EIGENVEKTOR- BEDEUTUNG 
-BERECHN. 
EIGENWERTAUFGABE 435 
EIGENWERTE-BERECHN. 438 
EIGENWERTFROBLEM ?97,360,434 
-STABKNICKUNG 
EINFELDRAHMEN- KNICKEN 301 
EENFIUSS DER QUERKRAFT-VERFORNM. 78 
EINFLUSSLINIE 150 
AUSWERTEN 131,166,168 
-BELASTUNGSBER. 151 
-BIEGEMOMENT 177 
-EINHEITSLAST 151 
-GEGENS.VERDREHUNG 170 
-GREEN’SCHE FUNKT. 154 
-KNOTENVERFORM. 135 
-KRAFTGR.VERF. 208 
-LAGEKREAKT. 17% 
-LASTENZUG 152 
-REL.VERFORM. 168 
-SCHNITTER. 372 
-STABENDKRAFT 173 
-WEBGR.»BEISF. 157 
EINHEITSLAST-BEISF. 153 
-DEFINITION i52 
EINHEITSMATRIX 386 
EINTEILUNG DER TRAGWERKE 27 
EINZEISCHRITTVERFAHREN 248 
ELASTISCHE STABILITAET 273 
ELEMENTE-EINTEILUNG 31 
-GRIENTIERUNG 31 
ELENENTFLEXIBILITAETSMATRIX 80 
ELEMENTKATALOG 444 
ELEMENTNUMERIERUNG 48 
ELEMENTSTEIFIGKEITSMATRIX 89,100 
EL.EMENTVERFORMUNGEN-LIN.UNABH. 73 
ENGESSER 19 
ENTWICKLUNGSSATZ-DETERMINANTEN 395 
ERSATZKNOTENL.ASTEN 125,706 
-NICHTLIN. 
-TAFEL 130 
ERSATZKNOTENMONENT -VERF.KANI 
FULERSTABR 274,288 


296 


342 


253 


f 
FACHWERK-BELASTUNG 27 
FACHWERKELEMENT 445,446 

-SCHNITTER. 35 
FALK’SCHES SCHEMA 240:390 
FEARI.-F.E.ANAL.BASIC 1.IBR. 
FEDEREL NI 497,458 
FEDERGELAGBERTER STAB 
FEDERLAGERUNG 29 
FELS.-INS 352 
FLESSNER 374 
FLEXIBILITAETSMATRIX 
FORFFL 17 


330 


290 


772,830 


FORMAENDERUNGSAKBEIT 74 
FORMAENDERUNGSINTEGRAL 201 
FORTRAN IV-FROGRANM 425,427 
FRONTLOESER 353 

FUCHS 354 


G 
GAUSS’SCHER ALGORITHMUS 45,204 ,400 
GAUSS- JORDAN ELIMINATION 355 
HAUSS-SEIDEI. VERFAHREN 247,357 
GEGENWIRKUNGSFRINZIF 45 
GELENKBEDINGUNGEN-I IN .UNARH. 36 
GELENKKNOTEN 58 
GEOMETR. NICHTIL.INEARITAET 313 
GEOMETR.STEIFIGKEITSMATRIX ?92,296 
GESAMTTRAGWERK-GLEICHGEW. 50 
-STEIFIGKEITSMAT. 91 
GLEICHSEWICHT 46,48 
-ELENMENT 34 
KONTROLLE 97 
-NOMENTENBELENK 59 
GLEICHGEWICHTSBENINGUNG-KANL 253 
GLEICHGEWICHTSMATRIX-AUFBAU 53 
»EIGENSCH. 61 
GLEICHUNGSSYSTEM-UNTERBEST. >03 
GLORALES KOORDINATENSYSTEM 30 
GRAD DER STAT.UNBESTIMMTHEIT &5 
GRAFHISCHE DARSTELLUNG 373 
GRAFHISCHE STATIK 16,18 
GRUENING 18 
GRUNDGLETCHUNG- STABIL. THEORIE 
"LOESUNG 330 
-WEGGR.VERF. 90 
GRUNDLAGEN-ALLGEMEINE 22 


297 


H 

HADAMARD'SCHE KOND.ZAHL 363,398 
HALBINVERSE 397 
HAUFTSYSTEM-STAT.BEST. 
HEES 382 

HERTWIG IB 

HIRSCHFELD 249 
HOOKE’SCHES GESETZ 72 
HYFERDIAGONALMATRIX 39,308 
HYFERMATRIX 387 


187 


1 
INNERE KRAEFTE-VIRTUELLE 81 
INVERSE 39,397 
INVERSION-SYM.FOS.DEF. 
INZIDENZ-MATRIX 50 
-TAFEL 31,367 
IRONS 355,363 
ITERATION-GAUSS/SEIDEL 248 
"VERF.KANI 255 
VERF .KON.J.GRAD. 
-VON MISES 307 
ITERATIVE LOESUNG-ERSATZKN. 
ITERATIVE VERFAHREN 247,358 


413 


267 


342 


K 

KANI 20,247,249 
KANI-GAUSS/SEIDEL 255 
KENNGOTT 374 

KERSTEN 2?2 
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KINENATISCH ZUL .VERFORM. ZUSTAND 113 
KINEMATISCHE KETTE 147 
Kt EINE VERFORNUNGEN ?4 
KNICK ERMINANTE 277 
KNICKEN- FINFELDRAHMEN 303 
KNTCKFROBLEM-DETERMINANTENMETH. 
KNOTEN-BEZEICHNUNG 31 
-DREHWINKEL 112 
-GLEICHGEW. 48 
-ÖLEICHGEMW. »KONTROLLE 98 
LASTEN 27 
-LASTEN,»STAT.AEBUTVAL. 
LASTVEKTOR 49 
-LINKER/RECHTER 31 
-NUMERIERUNG 31 
-VERFORN.STAT.BEST. 82 
KONMUTATIV 390,392 
KOMPAKTE EIGENSF.ZUST. 
KONDENSATION 117 
KONDTTIONSZAHL-BEISF.RAHMEN 364 
-HADAMARD 383,398 
KONDTTON-OPTINMALE 399 
KONGRUENZTRANSFORMATION 100 
KÖNJUGIERTE GRADIENTEN 268,360 
KONTRAGREDIENT 81,102 
KONTROLLE-GLEICHGEWICHT 97,342 
KOORDINATEN-DREHUNG 37 
-KNOTENFUNKTE 30 
-TAFEL 31 
KORREKTURFAKTOR-SCHUBVERFORM. 76 
KORRESFONDIERENDE VERFORM.GR. 103 
KRAEFTE-AEUSSERE 28,47 
-TRANSFORM. MATRIX 
"VIRTUELLE 74 
-ZWISCHENBED. 29 
KRAFTGROESSEN-KORRESF „VERFORM. 73 
KRAFTGROESSENVERFAHREN 187,355 


286 


128 


337 


37,69 


tl 
WAGER-DARSTELLUNG 30,47 
-UNVERSCHIERL. 4& 
-VERSCHIEBLICH 55 
-WERTIGKEIT 65 
WANGSVERFORM. 
LAGERREAKTIONEN 47 
-E.L, 177 
-BLEICHGEW, 54 
-STAT.BEST. 136 
LAGERUNG 45,55 
LAGRANGE 17 
LAGRANGE-VERZERRUNGSTENSOR 316 
LAND 18 
LASTENZUG-E.L. 150 
LASTFAELLE-MEHRERE 92 
LASTFALL-EIGENGEW. WIND 125 
LAGERVERDR./VERSCHIEB. 
STUETZENSENKUNG 125,143 
-TEMFERATUR 1257131,206 
-VORSFANNUNG 125 
FASTFARAMETER-KRITISCHER 276 
LASTSFANNUNGSZUSTAND 18% 


143 


143 


-MATRIX 171 
LASTVERTOR- DREHWINKELVERF. 114 
EWE 1% 
LINEAR ARH,.-SCHWACH 706 


LINEAR ELASTISCH-LIN.STATIK 24 
INEARE ABHAENGIGKEIT 393 
TRAGWERKE-SUFERFOETTION 92 


»E.L.REI..VERF. 
LINKSEIGENVEKTOR 435 
LINKSINVERSE 398 
LOESUNG-LIN.GL.SYST. 400 
-UNTERBEST.GL.SYST. 414 
LOKALES KOORDINATENSYSTEN 30 


169 


"n 
MAKRO-ELEMENT 367 
-MATRIZEN 369 
MASCHINENAUFWAND--FERSONALAUFWAND 22 
MATRIX-DEFINITION 384 
»DRETIECKSZERLEGUNG 
"HALBINVERSE 397 
»HAUFTDTAGONALE 
-INVERSE 397 
-LAST/EIGENSF „ZUSTAND 191 
-ORTHOGONALE 397 
-FOSITIV DEFINIT 399 
-QUADRATISCH 385 
-RANG 394 
-RECHTSINVERSE 415 
-SFUR 387 
-SYMMETRISCH 385 
-TRANSFONIERTE 388 
MATRIZEN-FRODUKT 389 
-RECHENREGELN 388 
-VEKTOREN 384 
MAXWELL. 17 
MAXWELL-SATZ VON 17,156 
MECHANISCHE SEGMENTIERUNG 370 
MEHRERE RECHTE SEITEN 91 
MELAN/BLEICH 19 
NENABREA 17 
METHODE DER FINITEN ELEMENTE 23,350 
MISES,VON 19 
MISES,VON-VERFAHREN 
NISS-EMIS ?6& 
MODUL 378 
MOHR 17 
MOMENTE-AEUSSERE 2% 
MONENTEN-ZUSTANDSLINIE 97 
MUELLER-BRESLAU 17,18 


405 


385 


361 


N 
NAVIER 36 
NEWTON’SCHES VERF. 327 
NEWTON/RAFHSON-NODIF. VERF. 330,342, 
-VERFAHREN 329 » 
NICHTLINEARE BERECHN. -DIAGRAMM 339 
ANWENDUNG 347 
-BEISF, 331,340 
»ERSATZKN. 342 
-GRUNDL.. 314 
NICHTLINEARE VERFORAUNGEN 311 
NICHTLINEARITAET-BEOMETRISCH 313 
»FHYSIKALISCH 313 
NORMALKRAFT-BALKENEL. 34 
-ZUSTANDSLINIE 97 
NULLMATRIX 385 
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BUMERIERUNG- KNOTEN/ELEMENIE 21,48 
HYARRISCHE STARILLITAET 362 


© 

OFTIMAIF KONDITION 399 
ORTHOGONAL 392 
ORTHOGONALFE MATRIFZEN %97 
9STENFEI.D 19 


FF 

FASSUNGENAUTGKEITEN 135,206 
PATTON/ARGYRIS 21 
FERMUTATIONSMATRIX 205,386 


FERSONALAUFWAND-MASCHINENAUFWAND 22 


PETERSEN 5 
FHYSIKALTSCHE SEGMENTIERUNG 369 
FIVOTSUCHE- FIVOTREGEL. 405 
FLASTISCHES WERKSTOFFVERH. 313 
FOSITIV DEFINIT 91,39% 
PRE-FROCESSOR 373 
PRINZIF D.VIRT. ARBEIT ?2,74,81 
FRONUKT-RYADISCHES 393 
-SKALARES 392 


RLCHTUNGSWINKEL- BERECHN. 40 
RITTER’SCH SCHNITTVERF. 18 
RORINSON 2 
RUECKWAERTSEINSETZEN 91,40%, 412 
RUNDUNGSFEHLER 362 


2 

SCHNITTGROESSEN 33,66 
-E.L.. 172 
-FACHWERKEI. . 35 
-LINKS/RECHTS 36 
-STABEL. 3% 

SCHNITIGROESSENITERATLON 334 


SCHNITTFRINZIF 45,187,189 
SCHNITTUFER-FOSITIV/NEGATIV 36 
SCHREM 378 
SCHUPMODUL 7? 
SCHUBSFANNUNG 72 
SCHUBVERFORMUNG-KORREKTURFAKTOR 76 
SEGNENTIERUNG 369 
SKALARFRODUKT 392 
SMIS-(MISS-SMIS) 26 

-B 


EISF.>RAHMEN 87 
EISF.KRAFTGR.VERF. 216 
-DIREKTE STEIF.NETH. 105 
-DREHWINKELVERF. 116 
-STABILITAETSBERECHN. 308 
VERF .D.UEBERTR.MAT. 237 
-VERFORM.STAT.BEST.TRAGW. BA 
-WEGGR.VERF. 95 
a SFALTENFIVOTSUCHE 204,405 
QUALITATIVE ERMITTLUNG-E.L. 173 SPANNUNGEN-VERALLGEMEINERTE 191 
AUASISTATISCHE BELASTUNG 25 SPARSE- TECHNIK 352 
QAUERDEHNZAHL 72 SPIEGEL 375 
QUERKRAFT-PBALKENEL. 34 SFRUNGGROESSEN-UEBERTR.MAT. 224 
-ZUSTANDSI.INIE 98 SPUR EINER MATRIX 387 
AUERSCHNITTSACHSEN-STABACHSEN 24 STABACHSEN-QUERSCHNITTSACHSEN 24 
STARDREHWINKEL. -DREHWINKEILVERF. 112 
R STABELEMENT 447:449,491,453, 48 
RALSTON/WILF 360 -DREHWINKELVERF. 110 
RANDBEDINGUNGEN-BIEGELINIE 86 -FLEX.MATRIX 77 
-UENKKNOTEN 58 -SEHNITTGR. 33 
RANG EINER MATRIX 394 STABENDDREHWINKEL 113 
RECHENAUFWAND 351 STARENDKRAEFTE 36 
RECHENGANG-DREHWINKELVERF. 114 ANZ .LIN.UNABH. 36 
-E.L.WEGGR. 161 -BERECHN. 103 
-ERSATZKN.LASTEN 131 STABENDVERFORMUNGEN-LOKAL,GLOBAL 73 
-KNICKEN 305 STABILITAET 273 
-KRAFTGR.VERF. 20% ANNAHMEN 275 
-STAT.BEST.STABM. 64 STARILITAETSBERECHNUNG-BEISF. 305 
-VERF.V.KANI 258 STABILITAETSFROBLEM-I.OESUNG 2340 
-VORVERFORM. 139 STABILITAETSTHEORTFE-I.INEARE 275 
-WEGGR.VERF. 93 STABKNICKUNG-EIGENWERTFROBLEM 296 
RECHENREGELN-MATRIZEN 388 STABTRAGWERK 28 
!HTSEIGENVEKTOR 435 STARRKOERFERVERSCHIERUNGEN Ad 
HTSINVERSE 398 STAT.AEQUIVAL.KNOTENLASTEN 127 
REDUKTIONSSATZ 201 STAT.BEST.HAUFTSYSTEM 387 
REDUKTTONSVERFAHREN 2 STAT.BEST.- 
DUNDANZ 65 = 
REDUZIERTE El..STEIFIGKEITSMATRIX 99 
REDUZIERTE VERKNUEFFUNGSNATRIX 107 
REL.ATIVVERFORMUNGEN-E.L. 168 
RESTARTFAEHIGKEIT 377 
KEYER 392 
KICHTLINIEN EDV, BAUWESEN 381 


FROGRANMAUFEAU 374 -B 
FROGRAMMBESCHRETBUNG 381 
FROGRANMTERUNG-ASFEKTE 350 
FROBRAMMSYSTEM 379 
FROZEDUR 378 

FRZEMIENIECKI 117 


-SCHNITTGR. 66 
STAT.UNBEST.-AUTOMATISCHE WAHL 202 
-BESTIMMUNGSGL. 207 
STEIFIGKEITSMATRIX-BESETZUNG 366 
-GEOM. 319,322 
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SIEIFIGKEITSMATRIX- GESAMTTRAGH. Si 
KONDENSATION 117 
-NICHTLINEAKE 385 

STEIFIGKETITSMETHODE-RIREKTE 99 
"VARIANTE 107 

STEIN 381 

STEINBUCH/WERER 19 

STUETZENSENKUNG 143 

SUBROUTINE 378 

SUBSTRUCTURE 370 

SUFERELEMENT 370 

SUFERFOSITIONSFRINZIF 92,169 ,187 

SYLVESTER 19 


1 
TAFEIL.-STABENDKRAEFTE 
-VORVERFORM. 137 
TEILSTRUKTUREN 3647 
TEMFERATURBEL .-VORVERFORM. 
THEORIE 2.O0RDNUNG 347 
THIERAUFZTOFCU 355 
TOFCH 356 
TORSIONSMOMENT-BALKENEL. 34 
TRAEGERROST--BELASTUNG 29 
ELEMENT 449 
-SCHNETTOR. 35 
TRAGWERKE-EINTEILUNG 27 
TRANFÖNIERTE 388 
TRANSFÖORNATION-KONTRAGREDIENT 81 
TRIDITAGONALMATRIX 17,387 


130 


135 


U 

UEBERTRAGUNGSMATRIZEN 222 
UVERUNGSAUFGABEN-HINWEISE 25 
UNTERBESTIMMTES G1..5YST. 414 
UNTERMATRIZEN 108 
UNVERSCHIERLICHE STABWERKE 112 


v 
VANDERMONDE 19 
VEKTOR-KNOTENLASTEN 49 

MATRIX 384 

NORM 392 

-STABENDKRAEFTE 51 
VERALLGEMEINERTE SPANNUNGEN 191 
VERFAHREN- BEILLASTUNGSUMNORDNUNG 121 
SHOLESKY 411 
-GAUSS/SEIDEL 
-KANI 249 
=KONJUGIERTE GRAD. 266 
-NEUTON 327 
-NEWTON/RAFHSON 329 


358 


475 


VERFAHREN- VERERTRAGUNGSMATRIZEN 222 
"V.MISES 440 
VERFORMUNGEN 72 
STATISCH BESTIMMT #2 
-NICHTLIN. 321 

VERFORMUNGSZUSTAND 113 
VERFORMUNGSGROESSEN 73 
VERFORMUNGSITERATION 334 
VERFORMUNGSVERHÄLTEN-NICHTLIN. 
VERKNUEPFUNGSMATRIX SO 

-DREHW „VERF. 

-REDUZTERTE 
VERKNUEFFUNGSTAFEL-BEISF. 31 
VERSCHIEBLICHE STARWERKE 112 
VERSEHIEBUNG- VERALLGEM. 318 
VERSCHTEBUNGSMETHODE 8% 
VERTAUSCHBARKEIT DER INDIZES 77 
VERTAUSCHUNGSYEKTOR 205 
VERTRAEGLICHKEIT-KINEMAT. 81.90,112 
VERTRAEGLICHKEITSBED. 138,137,250 
VERZERRUNGSENERGIE 316 
VERZERRUNGSTENSOR-LAGRANGE 316 
VIRTUELLE KRAFT 74 
VOLILST.EL.STEIFIGKEITSMAT. 
VOLLST.BES.STEIFIGKEITSMAT. 
VORVERFORMUNGEN 135,140,206 
VORWAERTSEINSETZEN 91,412 
VORZEICHENREGEL-ALLG. 36 

-DREHWINKELVERF. 
-KANI 249 


3i1i 


1i2 
107 


100 
i08 


11? 


W 

WAHL DER STAT.UNBEST. 
WEBER/STEINBUCH 19 
WEGBROESSENVERFAHREN 8% 
WERTIGKEIT-LAGER 65 
WESTLAKE 360 
WIDERLAGERVERDREHUNG 143 
WILFZ/RALSTON 340 

WITHUM 37% 
WOELBKRAFTTORSION 24 
WORCH 19,20 

WURMNEST 21,22 


189,192 


zZ 

ZUSTANDSGR.-VERF.D.UEBERTR.MAT. 2723 

ZUSTANDSLINIEN-BEISF. 97,135 
-DURCHLAUFTR. 
-ZWEIFELDTR, 

ZUSTANDSVEKTOR 232 
-UEBERTR.MAT. 

ZWANGSVERFORMUNGEN 143 


240 
244 


225 


